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Vorwort zur ersten Auflage. 

Da ich in der Vorrede zum ersten Theile des vorliegenden 
Werkes mich hinreichend über dessen Zweck ausgesprochen habe^ 
so bedarf es nur weniger Worte zur Einfuhrung des zweiten 
Theiles. Die Aufgaben des ersten Capitels enthalten zwar nichts 
Neues^ aber sie bilden nun eimnal das unentbehrliche Hand- 
werkszeug der Integralrechnung und konnten daher nicht weg- 
bleiben. In den übrigen Capiteln dagegen wird man fast durch- 
aus neue Beispiele finden und zwar nur solche, die zu eleganten 
ßesultaten führen und dadurch das Interesse der Studirenden 
wach erhalten. Aus dem letzteren Grunde habe ich auch die 
meisten Beispiele zur Integration von Differentialgleichungen 
in das Gewand geometrischer Aufgaben gekleidet. 

Dresden, im. Mai 1870. 

Schlömilch. 



Vorwort zur zweiten Auflage. 

Da kein Grund zu bedeutenden Aenderungen des Textes 
vorlag, so habe ich mich bei der zweiten Auflage darauf be- 
schränkt, fast jedes Capitel durch neue Beispiele zu bereichem. 

Dresden, im Juli 1874. 

Schlömilch. 



Vorwort zur dritten Auflage. 

Auch in der vorliegenden Auflage habe ich das Princip 
festgehalten, dass mein Buch keine grösseren Theorien ent- 
wickehi, sondern dem Studirenden ein Hilfsmittel zur Einübung 
des Technischen der Integralrechnung bieten soll. Daher unter- 
scheidet sich die dritte Auflage nur dadurch von ihrer Vor- 
gängerin, dass sie in mehreren Capiteln neue und, wie ich hoffe, 
interessante Aufgaben bringt. 

Dresden, im Februar 1882. 

Schlömilch. 



Vorwort zur vierten Auflage. 

Im Auftrage des Herrn Verfassers habe ich die vorliegende 
vierte Auflage des rühmlich bekannten und vielfach verbreiteten 
Übungsbuches bearbeitet. 

Wenn sich nach 18 Jahren wiederum eine neue Auflage 
nötig machte^ obschon an ähnlichen Werken in der in- und* 
auslandischen Litteratur jetzt kein Mangel mehr ist, so beimengt 
dieser Umstand wohl am deutlichsten die praktische Brauchbar- 
keit des Buches. Es konnte daher nicht meine Absicht sein, 
die Anlage und den Plan der Sammlung, die fast ausschliesslich 
Aufgaben in geometrischer Einkleidung enthält, durchgreifend 
zu ändern und ebensowenig hielt ich mich für befugt, von dem 
ausserordentlich reichhaltigen und vielseitigen Inhalte etwas 
Wesentliches zu unterdrücken, obwohl manche Partieen vielleicht 
eine etwas kürzere Behandlung vertrügen. Dagegen lag mir 
ob, in Übereinstimmung mit den Wünschen der Verlags- 
buchhandlung einiges Fehlende einzufügen, und dann habe ich 
mich bemüht, dem Anfänger die Handhabung des Mechanismus 
der Integralrechnung womöglich noch zu erleichtem. 

Demgemäss sind die in §§ 2 bis 5 und in § 7 enthaltenen 
Anweisungen zur unbestimmten Integration mehrfach abgeändert 
und durch zahlreichere Beispiele erläutert worden. Am Ende von 
Kap. I habe ich den früheren § 19 als § 10 angehängt, in dem 
einfache bestimmte Integrale behandelt werden, deren Aus- 
wertung sich aus unbestimmten Integralen ergiebt. Damit war 
die Möglichkeit geboten, die Aufgaben in Kap. II und III als 
Anwendungen bestimmter Integrale erscheinen zu lassen. Das 
neue Kap. IV enthält Aufgaben zur Berechnung von statischen 
und Trägheitsmomenten in rein geometrischem Sinne. Die 
früheren Kap. IV und Kap. V sind als Kap. V zusammengezogen 
und diesem in § 26 einige einfache Beispiele zur näherungs- 
weisen Berechnung bestimmter Integrale angefügt worden. In 
§§ 38 und 39 habe ich die angenäherte Darstellung von Funk- 
tionen in gegebenem Intervalle durch einfachere Funktionen als 



Vorwort. V 

Anwendung der Methode der kleinsten Quadrate behandelt. Dem 
Kap. IX ist als Einleitung § 40 vorangestellt worden, der die 
Integration yoUständiger Differentiale von Funktionen zweier 
Yariabeln und die Aufsuchung des integrierenden Faktors in 
einfachen Fällen, enthalt. In § 49 erhielten die Regeln über 
die Integration der linearen Differentialgleichungen zweiter 
Ordnung eine andere Fassung und die Beispiele wurden vermehrt. 
Neue Aufgaben aus naturwissenschaftlichen und technischen 
Gebieten, deren Behandlung nicht im Plane des Buches gelegen 
hat, sind nicht aufgenommen worden Auch auf weitergehende 
Übungen in rein mathematischen Disziplinen, wie namentlich 
in der Integration von Differentialgleichungen, musste ich ver- 
zichten, um den Umfang des Buches nicht noch weiter an- 
wachsen zu lassen und konnte es, weil hier Übungsmaterial in 
Spezialwerken reichlich vorhanden ist. 

Dresden, im Juli 1900. 

B. Henke. 
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Kapitel L 

Integration Ton entiriekelten Funktionen einer Yariabeln. 



§1. 
Grundformeln und allgemeine Segeln. 

1. Für die unbestiinmte Integration der einfachsten Funktionen 
gelten die nachstehenden Grundformeln: 

1) xf dx = — - + Const, a > — 1. 

^ «^ 11 + 1 ^ 



Ix + Const. 



-5- 6/.r = ardanx + Const. 

+ x^ 

dx = aresin x + Const. 



2) fi'' = 

5) Je^^dx = e* + Oow^f. 

6) J "^^ ^ ^^' ^ ^*^ ^ + ^<^^^« 

7) Csin xdx ^ — cosx + Const. 

8) Jsec^xdx = ^awic + Cow^f. 

9) Ccsc^ xdx ^ -- cot X + Const. 

2. Sind a^ ß^ y etc. konstante Grössen, w, «;, i«; etc. Funk- 
tionen einer und derselben Variabein x, so geschieht die Integration 
des Aggregates au + ßv + yw + -- - durch Zerlegung nach 
der Regel 
j*(au + ßv + yw + ' • •) dx => ajudx + ßfvdx + y jw dx + ••• 

Im l^all die Anzahl der Sxunmanden unendlich gross wird, bedarf, 
es einer besonderen Untersuchung über die Giltigkeit dieser Formel. 

Schlömilch, Übungsbuch II. 4. Aufl. 1 



2 Kap. I. Integration von entwickelten Funktionen einer Yariabeln. 

3. Man kann oft ein Integral vereinfachen durch partielle 
Integration, indem man die Formel anwendet 

Ju dv ^^ UV — fv du. 

Das Verfahren fahrt sofort zum Ziele, wenn Jvdu einfacher ist 
als fudv. 

4. Das am häufigsten anzuwendende Hilfsmittel zur Berechnung 
eines Integrals ist die Einführung einer neuen Variabein. Hat 
nämlich ein Integral die Form 

so setzt man 

löst diese Gleichung nach x auf, wodurch ein Eesultat von der Form 

X - tf;(y) 
entsteht, tmd betrachtet nun y als neue unabhängige Variable; es 
ist dann 

Nach AusfOhrung der auf y bezüglichen Integration hat man für y 
wieder fp(x) einzusetzen. 

5. Durch Anwendung dieser Hilfsmittel gelingt es nicht selten, 
ein Integral direkt auf eine der Grundformeln in Nr. 1, oder wenigstens 
durch eine Eeduktions- oder Rekursionsformel auf ein ein- 
facheres zurückzuführen. 

§2. 
Integration rationaler Funktionen. 

1. Führt man a -]- hx '^ y als neue Variable ein, so erhält man 






wobei der Kürze wegen die Integrationskonstante weggelassen ist, 
was im folgenden immer geschehen wird. 
. 2. Die nämliche Substitution giebt 



/. 



a + hx h ^ ^ 



§ 2. Integration rationaler Funktionen. 
3. Das allgemeinere Integral 



f. 



{a + hxy 

lässt sich mittels derselben Substitation finden, sobald m eine ganze 
positive Zahl ist. Man erhält ztmächst 

man entwickelt nun (y -— a)"* nach dem binomischen Satze und in- 
tegriert durch Zerlegung. 

Hiemach ergeben sich z. B. folgende Formeln, worin immer 
y = a + &fl? zu nehmen ist: 

X 



f 



dx 

y 



a;» 1 / „ , 3a» , a» \ 
-i da; = -7I« — Zaly h -jr-«)' 

/x» 1 /, . 3o 3a» , a» \ 



/ 

/ 



4 Kap. I. Integration von entwickelten Funktionen einer Yariabeln. 

4. Unter der Yoraussetzong ganzer positiver w und p kann das 
Integpral 

djr 



A 



mittels der Substitution 

X 

berechnet werden. Dasselbe geht zunächst über in 

und hier entwickelt man {z — 5)"»+*»""* nach dem binomischen Satze 
und integriert die einzelnen Summanden. Wird zu blosser Abkürzung 

y = a ^hx 
gesetzt, so ergeben sich nachstehende Formeln: 

' dx 
xy 



J xy a \x/ 

J x^y ax ar \x ^ 

f 



dx 1 , & ^^ i( y 



f 

L 



dx 
xy^ 



^^__^lj(y_\ 

x^y ^x^ ^ a^x a^ \x / 

* ay a^ \x / 

'dx h L + ^ifl.V 

x^y'^ a^y c?x a* \x) 

x^y^ a^y 2aV a^x a^ Vjr/ 
J xy^ 2ay^ a^y ar \x/ 

/ dx ^ _ i _ ^ _ 1 , ^i(y\ 
x^y^ 2a^y^ a^y a^x a^ \xJ^ 

dx h^ . 3&^ 1 . 31) 6h\ 



L 



a;*.v* 2«y rt*y 






§ 2. Integration rationaler Funktionen. 5 

5. Das Integral /• ^^ 

lässt sich je nach den Vorzeichen von a und c auf die beiden 
Formen bringen: 



^ f* dx ^ r ^^ , I dx 

V?+T«' v^^^^' v^^^ 

die Substitution x ^ ay erhält man: 

"2"; — I « — / rn — 2 " ardan y^ — 

a^ + x* aj 1 + y^ a a 



arctan — 
a 



n. Beachtet man, dass 

«*■— a;* 2a\a + a; cc — xj 
ist, so enthält man durch Zerlegung: 

Ebenso ist 1 1/1 1 \ 

x^— a* 2a Va; — a x + a) 

also: /> , . ^ 

I dx 1 /a? — a\ 

J j^— a* "" 2a U + a/ 



6 Kap. I. Integration von entwickelten Funktionen einer Yariabeln. 

I. m eine ungerade Zahl « 2Ä; + 1, so setze naan iP* — f , 
rrda; » yd^, dadurch erhält man: 



a + ex* ~" V (i + ct^ 



welches Integral sich nach Nr. 3 berechnen lässt. Z. B. 
x^dx 



A 



L. i.^»_l.^«_i.j(i _«,*). 



n. Ist m eine gerade Zahl, so hat man durch Zerlegung: 

/V^ _ 1 r_, / a_\ ^^ 

J a + ex* cj \ a + crc^/ 



pm—l ^ Cx^'^^dX 

— l)c c^ a + cof^ 



(w 

Durch wiederholte Anwendung dieser Beduktionsformel fahrt man 
das Integral auf Nr. 5 zurück. Z. B. 



also 



J 1 + x* '"^ J 1 + x*' 

/v^ rx*dx 

J l + x* »"^ J 1 + x*' 

/' x*dx C dx 

— - — -. z=z X — I -— — ^- « iT — arctan x. 

1 + x* J 1 + x* 

f- 



1 + x* ' » 

ni. Das Integral 



X^dX i r; 1 o . 

"5"^ s ^ + a? — aret<in x. 



r dx 

J x^(a + ex*) 



kann entweder durch die Substitution y =^ — auf das voiige zurück- 
geführt, oder mittels der Beduktionsformel 

r dx 1 ri / ex* \ ^ 

^ x^{a + cäj*) a^ Qf^y a + ex*) 

1 c r da; 

(m — l)aa;"»-^ er,/ a:"»-"^(a + ex*) 
gefanden werden. 



§ 2. Integration rationaler Funktionen. 



J a;« (1 - ^*) ~ 5x» V **(i - ="*) ' 

/^ dx __ 1 /^ dx 

x*(l - x*) 3^ V x»(l - x^ ' 

r ^^ 1 . xi(L±jL), 

Jx\i-x^) x^^^\i-xr 

also durch Addition der drei Gleichungen: 
dx 



A 



a?«(l - x") bx^ 'dx^ x^ ^ Kl^xJ 



7-^-f - dx 



J {a 



kann man die Regel der partiellen Integration anwenden, indem man 

M = (a + ca:*)"'*, v == x 
annimmt. Dann ergiebt sich: 

cx^dx 



/^ dx ^ X \ i} C 

{a + cxy^ ^ (a + cx^y "^ J Ja 



(a + cx^y^^ 

{a + ca^«)» "^ "^ V (a + ea;«)«+i 

ic . ^ i dx ^ l' dx 



I o / (^ + l— / -- -, 

, ^ C dx ^ C ^ 



(a + cx^ ^ J {a + cx'^y J {a + cxy-^^ 

Hier ist das erste Integral rechts mit dem links stehenden 
identisch; das zweite rechts ist weniger einfach, also «rhält man, 
wenn man dieses aus der Gleichung bestimmt, die Beduktionsformel: 

/dx X In — lCdx 

{a + caj^»+i ^ 2na{a + cx^Y 2na J (a + cx^f' 
oder wenn man n — \ statt n schreibt: 

/' dx X 2n — Z r dx 

J {1 + ^0^ "^ 8(1+ ^'Y "^ 8^ (1 + x^' ' 

/* da? ^ X i^C^^ 

(l + a;»)* "^ 6(1 + 0!«)» + 6 J (1 + ««)»' 
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/^ dx ^ X I ^ /* ^^ 

/* dx _ X i^/*^^_ ^ _Ll/^ 



also 



/( 



(ia; . 05 . 7x 1-bx 



i4 ' Q.ß/"1 A^ /^2\8 » 



(l + x^s 8(l + a?*y 8.6(l + ir«)8 ^8.6.4(l + a;«)2 

7.5.3a; .7.5.3 

+ -TT—;: — : — tt? 5^ H arctan x. 

^ 8.6.4.2(1 + ä;2)^ 8.6.4.2 

8. Ist 

x'^dx 



f. 



(a + cx^y 

zu bestimmen, so verfährt man, wenn m ungerade ist, nach Nr. 6,1. 
Wenn m gerade ist, so kann man eine 'Reduktionsformel herstellen^ 
indem man 

a;"* = — aj"»-2 [(a + cx^) — a] 
c 

setzt und durch Zerlegung erhält: 

/oif^dx __ 1 /* x^—^dx a f* x^^^dx 

(a + cx^y "" '^J (a + cx^y~^~ ~cj (a + cx^Y ' 

Schreibt man für das erste Integral rechts 

/ * df^-^dx _ 1 r d(x'^-^) 
(a + cx^y-^ ^ m — lj {a + cx^y-^ ' 

so findet man durch partielle Integration: 

/x^-^dx a;*»— 1 2(?* — l)c /* x^dx 

(a + cx^y-^ ^ (m — l)(a+ cx^y-'^ "^ m — lj (a + cx^y ^ 
also ist 

/* x'^dx af^-^ 2(^ — 1)/^ (Xf^'dx 

(a + cx*y "" (m — l)c(a + cx^""-^ '^ m — 1 J {a + cx^y 






dx 



caj*)* 

Vereinigt man das erste Integral rechts mit dem links stehenden, 
so erhält man die Reduktionsformel: 



fl 



% 2. Integration rationaler Funktionen. 



{a + cx^y {2n — m- 1) c(a + ca;*)"-! 



+(s 



(m — l)a i^x^'-'^dx 



deren wiederholte Anwendung das Integral auf Nr. 7 zurückführt. 
Unter Rücksicht auf die Beduktion des Integrals 

/dx X ^ 1 Cdx , g 

xf^ 2a^ 2a,7 & ' 

ergeben sich die Formeln: 

/^ X \ Cdx 

/x^ __ X ax 3 a Cdx 
-c^o? = _ + —^ - — j _, 

/x^ a;' 2aaj a^x ha^ Cdx 

/x^ ___ ^^ 5« 3 /*(^a7 

/x^ _ ^^"^ _i_ ^^^ I "^ 1^^ /j 






9. Ist in /- ^^ 



/r 



+ 6« + o;* 

I. der Nenner a -\-})X + a;* ein vollstöndiges Quadrat, also a = ^&*, 
so hat man: 

/ Ax / *d(f6 + x) 2 

l.j,»+6a; + a;« ~J (f& + x)* " 6+2«;' 

Ist « ^ ^6*, so kann man schreiben: 

a + 6a; + a;»= a - ^-6*+ (fö + a;)*. 

II. Ist 

a>i-6«, a-i6«=o«, fft + x - «, 
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so hat man 

/dx r dt 1 ^ t 

a + bx + x^ J a*+t^ a « 

2 , h+2x 

ardan 



m. Ist 

80 ergiebt sich: 

/ dx f dt 1 j( t-^ \ 

a + hx + x^J t^-u^^ 2« \t + J 

1_ ^ / fc + 2rc-~y&«-4a \ 

Im Falle HI hat die Gleichung « + fta? + 0?*== zwei reelle 
Wurzeln x^ und x^, es ist also auch: 

/dx r dx 

a + hx + x^ J {x — x^{x -T x^) 

^1 "" ^2 t/ V^ — ÄTi X — X^f 

X-* ~~~ Xa ^ »4> *~— ^Q / 



Beispiele. 

dx 



9 + ßx + x^ S + x 

/ dx 1 

16-8a; + rc«""4 — rc' 



dx 2 ^ l+2i» 
« — =r arctan := — ? 



+ X + x^ y^ y^ 

/dx 2 2a^ - 1 

1-x + x^ l/S l/3 

/-- — ; — 5 == arctan (x — 4), 

/ dx 1 i( ^ + ^-V^\ 

-l + 4x + x^'~' 2y5 \2+x+y5/ 

/ dx 1_ / l+ 2x-y6 \ 
-1 + x + x^^ y^ \l+2rr+>/5/ 
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J 6 - 5a? + ic« " \X'-2r 

r ^ ^xi(^^^\ 

J (18 + 9ir + a;» * \ic + 6/ 

r dx _ lY^-öX 

^ -5~4a? + a;* « ^x + l) 

10. Das allgemeinere Integral 

dx 



A 



a + hx + cx^ 

lässt sich leicht auf Nr. 9 zurückfahren, wenn man es schreibt: 

dx 



'J ^ + 



— x + x^ 
c c . 



man erhält 

dx 



h 



a + hx '\- cx' 
2 



h + 2cx 



wenn 4«c— 6*«0, 



2 ^ b + 2cx , ,, ^ 

arctan—j -i wenn 4ac — 6*> 0, 



>/4ac — h^ y^ac — h^ 

= , =:rll—^ ^^ ]y wenu 4ac — ft*<0. 

l/6*-4ac \ft + 2ca?+yV— 4äc/ 

11. Setzt man zur Abkürzung a -}- hx + cx^= T, so ist 

2) f^a..^lfi^±^^^>±^^^^=^ä. 



£iT+^'"'-^^ ' '^^ 



/*e?ir 



2c 2c 

also 

3) fU..^UT-lf% 

^ J T 2c 2cJ T 
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Z.B. 



iTJ^*" -'^* + "■'"'>' 



f 

J IS + dx + Sx^'^^ *J 13 + 9x + 3a;« 
• - l{\/^13 + 9x + 3a;«); 

,/ l + x + x* V 1 + x + x' 

=« - 1 ü (1 + cB + X*) + 1/3 ardan l±Jf ; 

r 3 + 5x _ j^ / -5(-7 + 6x) + 53 
J 2-7a- + 3a;* V 2-7x + 3a;« 

12. Durch die Identität: 

c 
erhält man die Beduktionsformel: 



— / — ;;; — <*^» 
c J T 



w>l. 



Ans dieser folgt unter Rücksicht auf die in Nr. 11 entwickelte 
Formel 3): 

r'^''= c-2?'^+~2^-J Y' 

/a^ ^ x^ bx , b^-ac,^ , b(3ac-b^ /'da; 

13. Es ist 
. r^-Mca;, /*dT 1 

Durch partielle Integration erhält man: 

/dx X . /^hx + 2cx^ , 
1^ =^ 1^ + ^ I — Tii — ri — dx, 
rpn T""^ J T« + l 
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Das Integral rechts kann man schreiben: 

r2T-2a-hx- ^ rdx r^a + hx^ 

I ^ . , dx = 2n I — nl — — — rr— dx: 

dadurch ergiebt sich: 

Nun findet man aus l), wenn man das Integral links zerlegt: 

/^ ^ _ 1 h rdx 



also auch 



/a? _ 1 h r dx 



mithin 



, V /^(^ÄJ 6 + 26'^' w(4ac — 6^) /* da; 

•^ ■" {/ r^ ^ 2cr» "^ 2^ J ¥^+^' 

Hier ist das Integral rechts das verwickelt^re; man erhält also die 
Reduktionsformel : 

r dx _ h + '2cx 2{2n — l)c C dx^ 
_ _, fdx b + 2cx , 2c /*(iir; 

/dx ^ l) + 2cx / 1 5c 10c«\ 20c^ /^^ 



Femer erhält man: 



3) 



/a+ßx^ 1 A(«> + 2cir) + 2ac-/J& , 
-f^^'^-YcJ Y^ ^^ 

ß 2ac — ßh rdx 

" 2(w — l)cT«-i''' 2c J Y' 
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14. Um 



zu bestimmen, setzt man 



ß. 



3^ 



o^^—x"'-'^(T— hx — a); 



dann erhält man durch Zerlegung: 

/ T^r- dx = — I — dx 1 — — — dx / — = — dx. 

Auf das erste Integral rechts wendet man partielle Integration an 
und erhält: 

n — 1 Cx^-'^Cb + 'lcx) , 

J / 1_ 1 dx 

«„ ^ L :^ L — I dx 

(m — l)T'«-i^ m — l J T» 



wT— 1 J T«"' 



m 



Setzt man dies ein und vereinigt die gleichen Integrale, so ergiebt 
sich die Eeduktionsformel: 

/o^ o;"*-"^ {n — m)}) C^^~^ ^ 

~T^ j2n''m-l)cT^-^~{2n-m-i)cJ ~T^ ^ 

(m — l)a r^~^ jj 
+ (2n-m-iyJ "t^^"^- 

In dem speziellen Falle m — 2/* — 1 wird diese Formel un- 
brauchbar; man benutzt dann die identische Gleichung: 
t^Zl^_ x^^' -^jT - hx - a) 

und leitet hieraus folgende Reduktionsformel ab: 

A2«-i ^ 1 rx^^-^ , 

/ —^ — dX'=— I ~- zdx 

/ —7^ — dx 1 ^, . dx. 
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Nach diesen Bemerkungen erhält man mit Bücksicht auf Nr. 13: 

/x ^ 2a+hx b /*dx , , ^, ' 

/x^ , ab + (b^-2ac)x . 2a C^x 

r^. J, 



IT + 



2c« 



/_^ 2a + bx __ 3&(6 + 2ca;) _ 36c /*^ 

/x^ ab + (b^-2ac)x (2ac + b^)(b + 2cx) 

T^ ^'^ 2clT^ "^ 2c;L«T 

2ac + 6- rdx 
^ J Y* 
15. Es ist 

Ähnlich hat man: 

/ (^a; _ £ / ^ 1 /J_ _ b-\-cx \ 
^T ~' aj aj*"-! W T ) ^ 

1 & r dx 

"" (m — l)ax»^*-i a J o^-'^T 

c r dx 

' J x^T ""2«» \x^) ax^ 2a^ J t' 

/ dx _ ac-6« ;/r\ J 1_ 
x^T " 2a8 W/ "^ a^x 2ax^ 

6(3ac - fe«) rdx 
2a' J 



2) 



"T" r* _3 ' T 
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16. Man hat: 

J xT^ aj T— i^a T ) 

\ C dx b Cäx c C ^ ■> 

^'aj ajT"-i '^'aj T^''^ ~ä J T^ ^' 

_ 1 h_ Pdx 1 r dx 

"■ 2(w — l)aT»-* YaJ T" aJ xT""-^' 

r dx ^i(^\. ^ac-h^- 

h(6a€ - h^) Pdx 
2aH J t' 

/ dx 1 r dx /l _ h + cx \ 

1 P dx b r dx c r dx 

Das erste Integral rechts giebt, durch partielle Integration behandelt: 
dx 1 Cdix-^'^^) 



Z.B. 



Ähnlich ist: 



- hex 



/dx 



1_ r dix-"'^^) 

m—lj T«-i 
1 n — l rh + 2cx 

(w — l)aj"*-^T«-i m — lJ ip'^-ir« 

1 {n — l)h r dx 

2(w — l)c /'^ dx 
m — 1 J x'^-^T"' 



dx 



Setzt man dies ein und vereinigt die gleichen Integrale, so erhält 
man die Eeduktionsformel: 

/ ' dx 1_ 

(m -^ n — 2)h C dx 
{m — l)a J x^^-^T^ 



2) 



(m + 2n — 3)c /* di 



dx m > 1 

2T^' n>l. 
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r dx h (T\ 1 , &(5'~3ac) + c(5^-2ac)a; 

J x^T^^ a^ \xV a^x'^ aHT 

a»A J ^" 

§3. 
FortBetsmig. Integration durch Zerlegung in Fartialbrüohe. 

1. Wenn ^(a;) und F{x) ganze Funktionen bedeuten, deren 
erste von höherem Grade als die zweite ist, so lässt sich die in 

dem Quotienten ^, ; angedeutete Division soweit ausführen, dass 
F{x) 

die vorliegende unecht gebrochene Funktion in eine ganze Funk- 

tion (p(x) und in eine echt gebrochene Funktion V. \^ zerfallt, dass 
also eine Gleichung von der Form ^ ^ 

zum Vorschein konmit. Sind femer a, 5, c u.s.w. die Wurzeln der 
Gleichung F{x) =« 0, so hat man weiter 

F{x) = (aj - a)« {x - hy (ä; - c)y . . . , 
wo aj ßjy . , . ganze positive Zahlen bedeuten. 

2. In dem einfachen Falle, wo alle Exponenten a, /?, ^. . . = 1 
sind, gilt folgende Zerlegung: 

fix) ^^ ABC 
F(x) X — a X — b X — c 

Zur Bestinmiung der Zähler der Partialbrüche hat man drei 
Methoden. 

I. Man beseitigt in der letzten Gleichung die Nenner und setzt 
der Reihe nach x ^ a^ 6, c . . . 

n. Nachdem man die Nenner beseitigt hat, ordnet man die 
rechte Seite nach Potenzen von x und vergleicht links und rechts 
die Koeffizienten der gleichhohen Potenzen. 

m. Man hat 

^ F'(a)' ^ F\hy "^ F\c) 
„_ Ix^+lSx-ld _J_,B_. C 



a;*+ 2aj*— 5a;— 6 a?— 2a; + la; + 3 

SchlOmiloh, Übtmgsbaoh II. 4. Aufl. 2 
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I. Durch Beseitigung der Nenner erhält man: 
7x«+ 18ä; - 19 ^A(x + i)(x + 3) + B(x - 2){x + 3) 

+ C(x-'2)(x + l), 
also ergiebt sich 

furir = 2, 46 -«15^, ^ = 3, 

mr X 1, -30«= — 6^, ^ = 5, 

für aj 3, —10 = IOC, C 1. 

n. Es ist 
7aj2+ 18a; - 19 = (ii + ^ + C)x^ + (4:A + B - C)x 

+ (3.4-6^-20); 
folglich muss 

A + B+ C^l, 

4^ + ^- C = 18, 
3A- 6JB- 2C 19 

sein, woraus wieder folgt: 

^«3, JB==5, C=-l. 
m. Da 

f(x) = Ix^ + 18ä; - 19, F\x) = 3ä;* + 4a; - 5 

ist, so hat man 

J"(2) 15 ~' ^~ J"(-l) - -6 ~ ' 
_ _^(_3)_ _ _10 _ _ 

~ F'{- 3) ~ 10 "" ^• 
Hiemach ist nun 

^70^» +180^-19 / (a;-2)»(a; + m 

^^ J o^+2x^-bx-&'^''-''\ x-\-Z V 

Weitere Beispiele sind: 

f r_^*+3^--13 , _ 1 // 3 , 1 2 X , 

J i^-ix^-hx + C''-y\^^^^ir^~J+2)^'' 

/ a;»+2a;*-18a;-25 
a;*+4x»-7a;«— 22a;+24 '^ 

^^ ^ "V '^^"^ ~ 2(a; - 2) + M^ 3 ~ 2(a; + 4)/ ^^ 
_r {x-i)\x + 2,) \ 
y V(a! - 2)»(x + 4)/' 



2) 



5) 
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Giebt es unter den Wurzeln a, 5, c . . . komplexe Werte, so 
vereinigt man je zwei Partialbrüche, in deren Nennern konjugiert 
komplexe Wurzeln vorkonunen; man erhält dann statt jener zwei 
Partialbrüche einen einzigen reellen Partialbruch mit linearem Zähler 
und quadratischem Nenner. Sind z. B. zwei Wurzeln g -izM vor- 
handen, so geben die entsprechenden Partialbrüche zusammengefasst 
einen einzigen von der Form 

Mx + N 



Beispiele. 



6) 



7) 



8) 



9) 



10) 



rZ!^-bx + 2, 1/74 , 17a;-l\ 

= -f i(a; - 2) + ^Ax^+ 3) %= arctan 4=' 

7)/3 1/3 

y ^ 5x*+Qx+21 _ (* ( 2 3a; -1 \ 

a;»+ ic*- 7a-+ 65 "** ~J U + 5 ■*■ a;*-4a; + 13/ ''^ 

= 2? (a; + 5) + -f- K«*- 4a; + 13) + 1 ardan"^^^, 

y iT^ ^ V \T+^ + l-a; + a;V'*^ 

/(l+^\ 1 2a; -1 

• \l-a; + a;V^y3 -j/s 

/• äx kr./ (k + xY \ , /- , 2a;-fcl 



/ ^a;dx , , 1 /7 1 + 0? 1_\, 

J l + r" »J\l-x + x^ 1 + x/ 

^ l-x + x^ \ , 1 ^ 2a; -4 

« V (1 + 05)* / ys >/3 



11) 
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/* xdx 1 fi fx^ — kx + x^\ 

ä'+hx^'^Shkl^ \ (k + xy ) 

. r dx f(l _x_\, _ 1 fxAx 

J 0^(1 + x'^ V ^^ ~ xii+xy^'' 

^ 1+a;* ^ \l-xy2 + x^ l+a!|/2 + W 

1 r,/l+a;l/2 + a;*\ , „ ^ a;-l/21 
— — y=\ li ^ V ) + 2arctow--^ » 
4|/2L M-a;y2+x*^ l-a;*J 

/'a;*<ia! 1 / V x x \ 

1 + a;* " 2y^^ \1 -xy2+x^ l+xy^+xV * 

4 >/2 L ^1 + xy2+xy 1 — «*-• 

C—^^L— =X // ^ + ^ a. 1-^ \^, 
J H-a;»+x« ^J [i + x + x'^ 1-x + x')^'^ 

= 4M ■; ; — r ) H :^ ardan ^ ' . » 

* \1 — a; + a;V 2}/3 1 — r 



17) 



18) 



19) 
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i x^dx / / X X \ 

f l^x + x^ \ , 1 ^ a:l/3 

l ^\l + x + x^/ 2>/3 1 — ic* 

3. In dem allgemeinen Falle, wo nicht sämtliche Exponenten 
ci^ ßy y , , . gleich der Einheit sind, gilt folgende Zerlegung: 

F(x) (x - a)« (x — a)«-i "^ "^ a; — a 
+ _? + -^1 -i,...4, jg^^ 



+ 

( -^ I -^1 I L ^g~l 

^ (x- r)9 ^ (a: - r)^-i "^ "^ o? - r 

+ 

Die Zähler A^ B^ , , , E findet man nach Nr. 2,1; die übrigen 
nach II, wobei man nur soviele Gleichungen auswählen kann, 
als Unbekannte noch zu bestinmien sind. Oder um die Zähler 
irgend einer Beihe z. B. jß, i^^, E^, . . . zu bestinmien, setze man 
die ganze Funktion 

(x — r)9 ^ ^ 

und bilde folgende Gleichungen: 
f(r) =JJ<I>(r), 
f'(r)=B9'ir)+Il^9(r), 
/■"(r)= JJ<P"(r)+ 2Bi^'(r) + 2iJ,<I>(r), 

deren allgemeines Schema ist 
/•("»(r) - 5aX'»)(r) + »»i?, (!>("— i)(r) + m(m - l)iJg«K"— *)(r) 

+ m(m — i){m— 2)^(lX"'-»)(r) -\ 

Von diesen Gleichungen liefert die erste B, die zweite B^ a. s.w. 

2 B r x^dx rr 1 3_ 4 -[ 

■ V a''+'4x»+5a;+2 J L(« + 1)* rc + 1 a; + 2J 

~ a; + l^'V(a; + l)V' 
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^bx^—oc?— 3a;^+ Sa? — 3 



j[x' ^' 



ß 



x'{x - l)'{x + 1) 



' ~ ' ' ' dx 



y'^ X - l'^ X + ij' 



(x-iy^{x-iy^ x-1^ x + 
+ 1 



J ^ 



2x*+5a!-6 J a^-1 \ 
2x{x-l)* + V ic« /' 



dx - 17a!* - 7a;» + 20«»+ 4a; — 4 



x»(l + a;)»(l - x)* 8a;«(l + a;)«(l - a;) 

+ 3Ja;-f|Z(l-|-a;) + Aj(l-4 
Sind einige der Wurzeln a, h, c . . . komplexe Zahlen, so ver- 
einigt man auch hier diejenigen Partialbrüche, deren Nenner kon- 
jugierte Wurzeln enthalten und von gleichem Grade sind. 

r x»+4a;»+6a; ^, . i /"f ^a' + 8 a; + 4 •] ^ 
J 3S'+2x'+3x'+ix+2'^'^~ *J L^*+2 (a;+l)»J*'*' 

/ dx 4a;*4-9a!»+10a;»+7a;+ 4 
(a; + iy(x^ +iy~ S{x + l)*(a;» + 1) 

((x + 1)*\ 
-^g-j-^j - i arctan x, 

J {l-x)\l + x + x')'^V [(T^^^TflM^]'^"' 

1 2 ^ l+2a; 

arctan 



3(1-«) 3>^ l/3 

J (1 - a;)Xl + a; + x«) = V W^^^'^T^^'^ l+x + x^^ 



l-x) « \(l-a;)«/ 3t/3 



X 

1+2« 



3(l-a;) « V(l-a;)«/ sy/s /ä 

4. Zur Entwickelung der Integrale 

dx 



J{a + bx»f J {a 



(a + &a;»)8 

lässt sich die Zerlegung in Partialbrttche gleichfalls benutzen; bequemer 
ist indessen die Anwendung der Beduktionsformel: 
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/* dx X Sn — 1 /^ dx 

die man sieh nach dem Verfahren in § 2 Nr. 7 verschafft. Man erhält: 

dx 



/ * dx _ a; A- — C- 



a + Ix^ 
dx 






bx^ 

/dx .Vx(S + 5x^) , 5,/(l-a;)^^ . 10 , 2x-ll 

5. Wenn in 

(a + 6«»)- 

die ganze Zahl m von der Form 31c + 2 ist, so findet man das 
Integral durch die Substitution o+ 6x'=y. 

*dx 1 



Z.B. 






x^dx 1 + 2a;* 



(l + a;8)» 6(1 + x»)* 

J x(a + &a;»)2 ^ 3^ U + ^^' "*" \a+hxy\' 

Ist w von der Form 3k oder 3ä; + 1, so erhält man durch 
partielle Integration die Beduktionsformel 

/* x^dx __ a^+i m — 3w+l /* aj*"da? 

^ (a + &a;»)»+i "" 3na(a + fta;^» 3^^ ^ (a + hx^* * 

/* ajtJa? _ x^ \ ^ C ^^^ 

J (a + hx?f ^ 3a(a + «>^') 3^«/ « + fea;»' 

(2x 



/x^dx _ a; \ ^ C ^ 

(a + da;»)« '^ "" 36(a + 2>a;») "*" 3fe J M^ 

/ ' a^cfa; x^ 4. — T- 

(a + hx^y "" Sh(a + hx?) "^ 3hJ a 



hx^ 
xdx 



+ bx^ 
Die beiden letzten Integrale lassen sich auch durch Zerlegung finden: 
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/je*«!« l /^ xdx " /* ^'^^ 

(a + fti*)* ~ M öTfe^ "■ hJ (a + &r»)«' 

Femer erhält man: 

;(la; 



/ * xdx a!»(7a+46a;») _2_ i^joc 

(o + bx»)» ~ lSa\a + 6«^» "^ 9oV « + 

/da; 3a + 45a;» 4l> ^ 

x\a + hxy ~ 3a*x(a + br>) Sa'J a 



bx' 
xdx 



+ hx^ 
6. Um den Wert des Integrales 

dx 



/-. 



a + hx^+ cx^ 

zu finden, unterscheide man die Fälle, ob fe*— 4ac positiv, Null 
oder negativ ist. 
I. Man hat 

a + bx^+cx^^(h-h+2cx^Q> + h+2cx^' ^ ~ ^^^ ' 
und durch Zerlegung in Partialbrüche 

/dx _^^ C ^^ 2c r dx 

a + hx^+cx^ ^ ~hj h-h + 2cx^ "~ ~hj h+h+Jc?' 

wo die einzelnen Integrale leicht zu finden sind, 
n. Wenn 5^— 4ac=-0 ist, so ergiebt sich 

/* dx _2^| ^ JL C ^^ \ 

J a + hx^+cx^ ^ T \h+ 2cx^ V «> + 2cx^] 

in. Im Falle 4ac> ft^ müssen a und c gleiche Vorzeichen haben, 
die man immer als positiv voraussetzen kann, weil sich negative 
a und c dadurch positiv machen lassen, dass man Zähler und 
Nenner der zu integrierenden Funktion mit — 1 multipliziert. Es 
ist nun, wenn zur Abkürzung 

y2Yäc-h =fc 
gesetzt wird 
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1 1 



a + hx^+csd^ (y^-kx+yc'X^){Yä+kx + Yc'X^) 

1 f k—Yc'X k+y7'X 

2k}/ä\Yä—kx+Yc'X^ Ya + kx+Yc-x* 
and hieraus ergiebt sich 

dx 1 / Yä+kx+Yc'X^ \ 

\l/n — 3kfK -4- t/tT. fr* / 



/ 



a + hx^+cs^ '^\kYä ^Yä-lcx+yc-x^ 

{ ^ 2yc'X — k , ^ 2Yc'X + k\ 
{ arctan , =- + arctan , ■ =• > • 

l/26 + Ä* V2h+k^I 



2ya{2h + k^\ l/26 + Ä* l/2& + 

7. Nach demselben Verfahren erhält man für den Fall, dass 
5^— 4ac positiv ist, 

/x^dx h — hP dx _L ^"^"^ /* ^^ 

a+hx^+cs^ ^ h J ft-Ä+ 2cx^^ h J l + h + 2cx^' 

femer für &*— 4ac «= 

dx 



/x^dx X r 

a + 5a;*+ca^ 5+ 2cx^ V ^ 



& + 2cä;*' 
endlich för ein negatives fe*— 4ac 

1 ( , 2i/c"ä; — fc . 2T/c'-a; + Äj) 

H — { arctan - =r + arcfaw — i. 

2)/c(25 + Ä«) l y2r+¥ y2h + k^ j 

8. Die noch hierher gehörenden Integrale 

/xdx r x^dx 



können mittels der Substitution rc* = | entwickelt werden. 

1 + 2ä?* 






arctan 



f-, 



)/3 t/3 

— ; — |-— ^ « -^7(1 + ar* + a;4) — arctan —^ — 

l + a;*+a;* * ^ 2>/3 )/3 
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9. Setzt man zur Abkürznng 

4ac — ft* « A, a+ bx^+ cx^ = U^ 
so findet man 

/dx __ (2ac — h^x — hcx^ Qac — b^ Pdx bc Px^dx 
TP 2aXU ^ 2ak J IT "^ 2^J ~^^' 

/x^dx _bx + 2cx^ b /^dx c /^x^dx 

nnd allgemeiner 

/ ' dx (2ac-b^)x — bcx^ (Sn—2)ac-(2n — i)b^ / ^dx 

Z7»+i " 2nalU'' "^ 2naX J U^ 

(4n — 3)bc r^dx 
2näi J U^ ' 

/ 'x^dx bx+ 2cx^ b_ Pdx (4y^-3)c Cx^dx 
f7«+i " 2wAZ7'» 2nxJ CT« "^ nl J U"" ' 

/dx 1 b Pdx c f*x^dx 

x^U ^~"äx~ aj ~U ~ ~äj ü 

/dx _^ b 1 b^—ac Cdx bc Cx^dx 

'TW ~"ö?x~ 30^ "*" a« J IT "*" ^J ~W" 

10. Bestimmt man die Koeffizienten P, §, B aus den drei 
Gleichungen 

2acF + baQ + aE=:^2Äc, 

2bcF+(bß+ 2ccc)Q + ßR^2Bc, 

cP + ßQ «0, 

so erhält man folgende Integralformel: 

A + Bx + Cx^ 



L 



-dx 



(a + ßx){a + bx + cx^) 

dx 



= |k« + ^^) + ^K« + »^ + c^") + Ycfä 



+ fta? + ca;^ 



Spezielle einfachere Formeln entstehen hieraus för -4. = 1, 
5==(7=0, für^ = l, C = ^-=0, undfür C=-l, ^ = ^ = 0. 
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§4. 
Integration irrationaler Funktionen« 

1. Aus der in § 2, Nr. 1 bewiesenen allgemeinen Formel 

folgen als besondere Fälle: 

dx 2ya + hx 



f- 
ß 



Ya + hx 



/— — - ^ 2y(a+lxf 

ya+bX'dx^ Ol. 

ob 

dx 2 



y(a+hxy h}/a+bx 

2. unter der Voraussetzung ganzer positiver m, kann man in 

x^dx 



/v 



Ya + bx 
die Wurzel beseitigen, wenn man 



Ya + bx « y, ^^ = -r 



setzt; dadurch ergiebt sich 

x"^dx 2 



J Ya 






Nun entwickelt man (y^ — a)"» nach dem binomischen Satze und 
integriert durch Zerlegung. So erhält man: 



A 
A 



xdx 2(2a — bx) > — — -- 

Ya + bx ob"" 

x^dx 2 (8 «2- iabx + 3ftV) / — -— 



Wendet man auf dasselbe Integral partielle Integration an, so erhält man 

y dx^- I ard(Ya + bx) 
Ya + bx ^J 

2 / 2m /* / 

«= -r-a;"*y a + bx — / aj^^'-^y a + bx • e?a;. 
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Für das Integral rechts kann man schreiben 

/ x^"^ dx ^ a I dx + b I dx. 

ya + bx J ya -\-bx J ya + bx 

Hier ist das zweite Integral rechts mit dem gegebenen identisch, 
so dass sich die Beduktionsformel ergiebt: 

/x'^dx _ 2a;"»')/a + bx 2ma Px^'-^dx 

y^r+Vx ~ (2w + \)b ~ (2m + i)bj yT+Tx 

J yi + x 'j yi + x 

=-^(-16 + 8a?- Qx^ + bx^)Yl + x, 
3. Durch dieselbe Substitution Ya + bx ~ y erhält man 

J xya + fea? y a \ya + da; + y» / 

/^ dx 2 , 1 A + ^^ A" ^ n 
— . = . arcfaw l/ ? fär a < 0. 

a;y a + bx y — a r — « 

Aus der Reduktionsformel in Nr. 2 wird für w = — w + 1 

/ e?a; _ Ya + bx (2n-S)b / * da; 

a;»yaTi^ ~ (^ - l)«^**"^ (2^ - 2)a^ x^-^Y^+bi 

r dx _ y^a + fta? b r dx 

J a;V« + ^^ ^^ ^^•>' a;ya + fea?' 

/da? 2a -Ux , — — - , Zb^ C dx 
. = r-5— 9 — y ö -rbx -^ -T—^ I — ; 
x^Y^^+bx 4a^aj2 ^ 8ay a;y^ 



Ya + bx ^<^^ Öay a;ya+6^ 

4. Dieselben Methoden führen zu folgenden Formeln: 



/ 



.y^T^ . d. == - M?^^i^«^±M 



156* 



/* g / , , ^ 2(8a* - 12ai.a; + 156V)l/(a+ 6»)» 
J ^ J xYa + &a? 
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/Ya+hx , _ _ T/a + hx , & /* äx 

/ }/a + hx ^ {2a + hx)ya+hx b^ f" dx 
x^ ^" 4ax« %aj xYa + bx 

5. Mittels ähnliclier Methoden gelangt man zu folgenden 
Formeln: 






xdx 2a + bx 

A - 



bx 



y(a + bxy b^Ya + bx 

/x^dx __ 8a^+ 4:abx — b^ 

Y(a + bxY " 3 6Ya + bx 

/ dx 2 1 r__dx_ 

xY{a + bxy aYa + bx ««/ xYa + 

/ dx a + 3bx Sb / * dx 

a?V(a + &^3 ~" a^xYa + bx 2 a^J ^Ya + bx 

6. Das Integral 

/ dx 

J "j/a + cx^ 

lässt sich je nach den Vorzeichen von a und c und unter der 

Voraussetzung, dass die Wurzel nicht für jeden reellen Wert von x 

imaginär wird, auf eine der Formen 

I. /liL==, n. A^^, m C-yt= 

bringen. Nun hat man 



n. Um das zweite Integral zu finden, setzt man 



T I , «= 1 - = arcsiw — 



2/*-«* ,/T-ni 2/*+«* j„ 2'*+< 



wodurch man erhält 
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EI. Durch Yertanschung von a* mit — a* erhält man 

7. I8t in 



CX' 



I. m eine ungerade Zahl = 2Ä; + 1? so setzt man 



y^— a 



c c 



und erhält 



Z.B. f:0=.'f{y'-a^dy ^2a*+x^y^^^, 

n. Ist m eine gerade Zahl, so giebt die Beduktionsformel in 
§ 2, Nr. 8, indem man w = y setzt: 

Ya + cx^ WC mc J y/a + cx^ 

, = — ^xVa^— x^+ ^a^ aresin -y 

y^-^^ = i<2x« + 3)yp^-i + 1^^^ 



8. Ist in 



/ dx 
x'^Ya + cx^ 
m eine gerade Zahl == 2/c, so kann man setzen 

/ — ; ö • ö dx ydy 

ya + cx^=--yx, 05* «-5 > — ^ — ^ ^ 

3/ — c aj y — c 

dann ergiebt sich: 

r /'' - - ^ /(y* - cV- »rfy. 
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r dx 1_ f y vv + ^ 

Ist m ungerade, so kann man durch die Substitution: 

1 , 1 ^ / — ; 9 l/f? + ay'* 

X ^ —1 dx »^ 5 av, ya + cx^^- 1 

y y^ y 

das Integral auf die Form von Nr. 7 bringen. Es ist nämlich 

■^dy 



/ dx r }r~ 
x'^ya + cx^ J yv+ 



a%ß 



z.B. r-^==-r-^^=,-iK«.+y«-y^) 

J xyt?—x^ J yc?y^ — \ ff 

1 / a+T/«^-a?^ \ 

« V a; / 



/ 



dx 1 

^= =. arccos—1 
x-yx^—l ^ 



2^^^ + ^'\ X /■ 

Man kann das gegebene Integral auch reduzieren, indem man 
in der Beduktionsformel in Nr. 7, — m + 2 an Stelle von m setzt; 
dadurch ergiebt sich zunächst 

/* dx _ Ya + ca? (w — l)a /* (?a? 

und hieraus 

/ dx _ _ -/g + cx^ _ (m—2)c / * dx 

x'^Ya + cx^ "~ (m-l)«^;^-! (m-l)aj x'^-^Ya + cx^' 

m>l. 

/ * <?a; y«^— a;^ _1_ r dx 

~ 2aV 2«« \ X ' 
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9. Man kann schreiben 

yl/a + ca?*. dx = / ^ dx 

/* da: . /* aj^da; 
= a / ■ + c / . ; 

J Ya + cx^ J ya + cx^ 

wenn man das zweite Integral rechts nach Nr. 7 reduziert, so er- 
hält man 

1) lYa + cx^. dx = \xya + cx^+\a / ^ ■ » 
e/ J ya + cx* 

/*• 

Z.B. \yt?-—x^, dx^ -|-a;|/a* — ^»^ + ya^arm«-» 

jy 1 + x* . da; = |a;)/l + a;* + iK«? + /iT^), 

fyx^-a^. dx - |a;ya?«-«« - |a«i(aj + |/a;«-a«). 
Ebenso kann man umformen: 

x'^ya + cx^, dx= i — ; ^ dx 

n x'^dx ro^+^dx 

-=- a I . + c I — ===» 

^ ya+ca?2 J ya+cx* 

und das zweite Integral rechts nach Nr. 7 reduzieren, indem man 
w + 2 statt m setzt. Dies ergiebt: 

2) /^y^+^^.^-=^^-^;y^^ 

z.B. /^y^äH^ ^^ _ .L^sy^F^^^ ^^2 r_ ^^dx_ 

= ^a;(2a;*— a^)ya*— a;*+ ^a*armw -> 

J}/(a2 — a;^)^ da; = a^ fl/a^— a;*. da? — J'aJ^ya^^^^. da; 

a* 

= -|-a;(5a^— 2a;*)yV-^+ f«* aresin —• 

Auf dieselbe Weise ergiebt sich: 



J ^ J a^Va + cx^ J x'^- 



dx 



Ya + cx^ J x'^—^Y^+ 



r2' 



cx' 

wendet man nun auf das erste Integral rechts die Beduktionsformel 
in Nr. 8 an, so erhält man: 
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/ l/g + G^ , /g + cag' 

+ 7 / 7=o' w > 1. 

I ^a; = — I arcsin~* 

x^ X ^ 

Für tn — 1 versagt die Formel 3); man hat dann: 

J ^ J xya + cx^ J ya + cs^ 

Das erste Integral rechts findet man nach Nr. 8, das zweite hat 
den Wert -j/a + cx^. 

z.B. fy^ä.^v^^^-ai{t±yzEiy 

dx «= Vä* — «^ + « arcs%n — 

a; ic 

10. Wenn man in der Beduktionsformel in § 2, Nr. 7, yw 
statt n setzt, so erhält man: 

dx X 



/[ dx 



cx^y (« - 2) a y(a + CÄ;*)»-2 



+ 



Z. B. 






n-s r 

{n - 2)aJ 1/(0^+ co;»)«-«' 
(2a; a; 



+ ca?*)* a)/ä+~ca;^ 
^^ a;(3a+ 2ca;^) 



y(a + ca;^)^ 3aY(a + ca;*)» 

Setzt man in der Beduktionsformel in § 2, Nr. 8, \n statt n, so 
ergiebt sich: 



2) 



)/(a + cx^y (n — m — l)c')/(a + cx^Y^^ 

(w — l)a /* a;"*~2e?a; 
(w - w - l)cj y^a + cx^y 



SohlOmlloh, Übungsbuch IL 4. Aufl. 
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r x^dx X ^ 2 r dx 

«, ^ :^ — -I- a arcsm — 

Die Formel 2) versagt für i» == » — 1 ; in diesem Falle hat man : 



3) 






" c^ yCo+cx«)»-» c^ >/(a + ca;«)»' 



«>3. 



Z.B. r-^±==- r-^L=+.^ r-=j^=^ 



a5 
— arcsi»— > 



/g*da; r_j^dx__ r_j^dx__ 

^yx^ — l^ yx^ — l 



Das Integral 



C—r^ 



kann man durch die Substitution x ^ — auf 2) zurilckfiihren ; rnsyn 
erhält dann: 

J «"/(a + ca;*)» J yic + äj^ 



^1-x^ V a; / 
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8 7/ . AI — 7\ -1+Sx^ 8,/l+yi-a;«\ 

2a;Vl — ^ ic / 

Die Integrale 

lassen sich auf die vorigen znrückfOhren, wenn man 

ya + ex* 
setzt; denn "/(o + car*)»+^ ist rational. 



x'dx 



Z.B. . A«y(T^^^. d« = r^^^=j2! da; 

= — :i a; (3 — 14a;* + 8a;*)yT^^+ i arcs«»«, 

J \ X / J x^Yl^x^ 

/ dx _ n dx n xdx 

x^Yi^^~ J xYT^^ J yT^ 

._l^yrz:^+.,(l±4H?). 



11. u» "" 



A 



dx 



Ya + bx + cx^ 

zn bestimmen, hat man zu unterscheiden, ob c ^ ist. 
I. c > 0. In diesem Falle kann man schreiben 



ya+hx + cx^ == Vc . Y ^^'l^, ^' + (^ + ^y^ 

wodurch das Integral auf Nr. 6, Fall 11 oder in zurückgefährt 
ist. Man erhält 



oder da man 

3* 
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yc 

in die willkOrliche Konstante mit einrechnen kann: 

^l[b+2cx + 2 yc(a + bx + ex*)], c>0. 



y dx 
ya + bx + ex* yc 

Z.B. r, ^'^ ^ ^li).-\-2x-\-2yi + x + x*), 

J yi + x + x* 



A 



l(r + x+y2rx + x^). 



y2rx + x^ 
n. c < 0. Hier ist 

Va+hx + cx^^y^ .y ^ '^^t'"'' - (z^ - y ■ 

Wenn die Wurzel nicht für jeden reellen Wert von x imaginär 
werden soll, so muss fe*— 4ac>0 sein und das Integral ist auf 
Nr. 6, Fall I zurackgefiihrt. Es ist 



/, 



dx 1 . — (& + 2cx) • 
arcstn — / Ai c < 0. 



^ /^ dx r dx 

Z. B. / — = / -^=^== = arGS%n 

J y^rx — x^J yr^ — (r 



ya + hx^ cx^ y—c y})^'-4:ac 

X — r 

xy r 

/^ dx r d^ . 2a; — 1 

— === = I = arcsm — ■= — • 

Vi+i-s* Jy\-{x-^y yz 

12. Bezeichnet man das Trinom a + &a; + cx^ zur Abkürzung 
mit T und benutzt die in § 2, Nr. 14 erwähnte BeduktionsfonxLel 
für w=«y; w=»l,2,3, so erhält man folgende Integrale: 

/ xdx _yT _h_ r dx 

/ xHx 3& — 2ca; /- 3fe^— 4ac rdx 
yW" Ä^~'^ + 8c« J yf* 



/ 



yT 24 c^ 

6(56«- 12ac) /*da; 



-]/T 



16c» J /T 



/^ 
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13. Wendet man diese Formeln an, um in der identischen Gleichung 

die rechts stehenden Integrale zu reduzieren, so findet man 

and nachher giebt die Bednktionsformel in § 2 Nr. 14 fOr » ■— — -|-, 
»» = 1, 2: 

jxyi.ax- 24c8 ^"^ 16c» J^ 

/*, /- _ b(156»-52ac)+2(12ac-5;>»)ca;+86cV+48(r'a:'' /- 
*' 192c» ^ 



(4ac— &»)(4gc-5& ») / ^da; 
128c» 



1 ri^. 



14. Mit Hilfe der Substitution 05 =» — ergiebt sich 

/ dx r dy 
xYa+hx + cx^ J yö+hy 



mithin 

/ dx 1 { 2a + hx+2ya(a + hx + cx^ \ 
xYa + hx + cx^ Yä \ ^ ) 

far a > 0, 

^Va + hx + cx^ 

= ^—\ — far a = 0, 

hx 

1 . 2a + hx . ^^ 

arcsm — . i für a < 0. 



)/— a xyW--^ac 

15. Die in § 2 unter Nr. 16 entwickelte Bednktionsformel 2) 
liefert für w = -|-, w = 2, 3: 

/ ^ dx Y^ b r dx 

y^ dx 2a— 3&a; /— Zh^—A^ac P dx 
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16. Durch Benutzung der identischen Gleichung 
/- a + bx + cx^ 

^ ^ Yf 

gelangt man zu den Formeln 

J x^ 4.ax^ ^ ^ Sa J ^i/T 



17. Die Eeduktionsformel 2) in Nr. 13 des § 2 giebt, wenn 
zur Abkürzung 4ac — &*= "k gesetzt wird, 

dx 2(& + ^cx) 

'xdx 2(2a + &a;) 



18. Nach den vorhin genannten Formeln erhält man: 

19. Mittels der Substitution x= — gelangt man zu folgenden 
Formeln: ^ 

/ * (^a; 4ac— 2&^-- 2&ca? 1 / ^ dx 
x^Y^ axYr (^J xYt' 

/ " dx _ x^ icx{h + 2cx) U r dx 
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20. Auf ähnliche Weise wie in Nr. 16 erhält man: 



/ 



y^ 32ac + Sh^+Ubcx + 8cV >- 

Ä ^"" 24c ^ 



(12ac-'h^)h 
+ 16c 



Vt + VxVt' 



21. Mittels der Beduktionsformeln in Nr. 13 und 14 des § 2 
ergeben sich die Formeln: 

dx 2(& + 2cx) /8c 



/- 



«da; _ 2 f 46(t + 2ca5) 2a + ba; l 



(4:ac + b^(b+2cx) , ab + (ü>'- 2ac)a; 



+ 



Aas diesen Integralen, welche den in Nr. 17 entwickelten 
analog sind, können wie in Nr. 18, 19 und 20 wieder drei neue 
Pormelgrappen abgeleitet werden. 

§5. 
Fortsetzung« Integration durcli Bationalisierung. 

1. Wenn in einem Integrale nur eine Wurzel von der Form 



ya + bx vorkommt, so kann sie durch die Substitution 

jn. «"» — a , m ^ , 

ya + hx = yj x^ — - — ? dx -=—y'^^^dy 

weggeschaflFt und damit das Integral rational gemacht werden. 
Für den Fall m « 2 giebt § 4 Nr. 1 bis Nr, 5 Beispiele hierzu; 
für ^ = 3 und m = 4 dienen die folgenden Aufgaben: 

/* xdx S(3a — 2bx) 3/p — r— t-nV 

y* x^dx 3(9«'— 6abx + bb^x^ %, , , ^ .^g 



/i 



xdx 



'^\lT'^ W^^\ 



yWTx 21 &' 

x^dx 4(32««— 24a6a; + 21bV) 4/7 — r-r-v. 
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2. Enthalt ein Integral nur eine Wurzel von der Form 



ya + ex', 



so kann man durch geeignete Substitutionen, je nachdem die 
Wurzel auf eine der drei Formen 



I. y««-a?*, n. ^o?+x\ HL ya;«-a« 
zu bringen ist, das Integral rational machen. Man setzt: 
Im Falle I: 

= «/' 05 «« a ^? y a' — a?* = ^? 

'^«^ — (T+7? ^' 

im Falle ü: 
im Falle HI: 

Hiemach lassen sich folgende Integrale entwickeln: 

a\ f* <^^ _ 1 /l — a; 

^ */ (1 + a;)>/r^^ K 1 + a;' 

<2a; 



3) 



fl 



(<? + Äa;)yi - X* 



^ Vh'-g» \y(h + g)(l + x) - V(h-g){l -xY 

J Q) + hx)yi + x^ Yg'+h' ^g + hx- ÄyT+P-y^ + h'^' 
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J ^ + hx)yx*-l *" |/flr« - Ä« \ + hx- JiYx* - 1 -Yg* - Ä»''' 

fiir</*>Ä«, 



'^/s 



— arctan 



für ^« < Äl 
3. In den drei Fällen von Nr. 2 leistet oft die Einföhrung 
trigonometrischer Funktionen gute Dienste. Man kann dadurch ein 
einfacheres Integral nicht selten direkt auf eine der Grundformeln 6 
bis 9 in § 1 Nr. 1 zurückführen. Bei verwickeiteren Integralen 
verfahrt man nach § 7. Man setzt: 
im Falle I: 

X = a sinUj Ya^ — - rr* = a cos u^ da? = a cos udu^ 
im Falle 11: 

a; »= a tan w, yä^+x^ = a sec w, dx =^ cc sec^udu. 
im FaUe HI: 
x '^ a sec w, ya;^ — a* == a faw w, dx=^ et smu sec^udu, 

Beispiele. 
jYa^— x^' dx = a^Jcos^udu ^ t«^/(1 + co5 2 w) e?w 

/ o?Y^ —x^' dx «= c^ Csin^u cos^ udu = -|-a* /*(! — co5 4w) dw 
= -|-a*w — ^a*sm 4w «^a;(2a;^— a*)}/a*— -a?^+Ta*«^c^^--; 



1) 



2) 

da? _^ /* cos udu /* d(sinu) 

(1 — a;^}/r+^ ^ co5^w — siw^w J 1— 2 sin^u 

^ 1 / i+t/2'^^ \ 1 / yi+x^+xy2 \ 

"^2|/2 H~)/2.5i»w>'""2l/2 Vl+^^-^jy^/' 

5) r /- ^ißu=^^L 



4) 



arccos — ? 
a; 
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=: 1 /«/l« tt.fl'U. sssz siM.4£ ss -^ 



^, /* dx i r ^ 1 • y^^^^^ 

6) I ^ = —i I cos udu = —ismu = - — j 



7) 



/ L^ ?L da? «= a / ton^t« du = a / {se(?u — l)du 

= a (ton w — t^) «* y^^^^^^^^^ — üf arccos — 

Auch in anderen Fällen irrationaler Integrale hilft die Substitution 
trigonometrischer Funktionen. So kann man in 



fV^.'- 



X ^ a cos u^ dx =^ — a sin udu 
setzen und erhält 

/ 1/ dx ^ — 2a j sin^Yudu == — a / (1 — cosu)d 

= — «w + « sm w = y?— i? + a aresin 

Setzt man: 

05 = a sin^Y'^1 dx = a sin ^u cos Yudu^ 



X 



so wird 



/ 1/ dx^ cc I cos^Yudu = |-a / (l + C05 w) dw 

= yttw + y« 5t» t* = ya? (a — x^ + a arc^iw T/ — 

4. Bezeichnet <3p(a;^) eine rationale Funktion von a;*, so lässt 

sich das Integral x» / «x , 

rq>KF)dx 

J Va + cx^ • 

dadurch von der Wurzel befreien, dass man setzt 

Jcx 1 / ö 

: = t« mithm X = u 1/ -ö s» 



beliebige Eonstante bezeichnet; es 

/*(p(x^)dx _ r ( ö«*^ \ Ä 



worin Ä; eine beliebige Eonstante bezeichnet; es wird nämlich: 

lidu 
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Hiernach ist z. B. für Ä = 1 

/ dx r du 

(a + yx^)ya + cx^ J « + (ay - ac)u^ 

und daraus folgt 

dx 



fi 



(a + yx^)ya + cx^ 






aya + cs^ + ya(ac — ay) • x 



fi 



+ cx^ — ")/a(ac — ay) • x 
c[(ay — ac) < 0, 
dx Ix 



(a + yx^)Yä+~cx^ ^ Va + cx^ 



ay — ac ==^ 0, 



dx 1 . Vaiav — ac)* X 

: arctan ■ ^ ^ 



(c + yx^Ya + cx^ ya(ay — ac) aj^a + cx^ 

a(ay — ac) > 0. 
Mittels der identischen Gleichung 



Ya + cx^ 



y [ « + ya;^J Ya + co;« 



a + yx* yT' a + y^*Jya + 
kann das Integral 



/ 



^^ aa; 



« + yi3c^ 
auf das vorhergehende zurückgeführt werden. 

5. Nach der in Nr. 4 auseinandergesetzten Methode lässt sich 
das Integral 



/( 



dx 



(ß + hx)Ya + cx^ 

zwar nicht direkt entwickeln, wohl aber dadurch, dass man dasselbe 
folgendennassen zerlegt: 

/* gdx /* hxdx 

(g^- h^x^Y(^ + cx^ J (g^-h^x^)Y^^+^^' 
im ersten Integrale die unter Nr. 4 angegebene Substitution be- 
nutzt und im zweiten Integrale ]/a + cx^ = v setzt; man erhält 
für Ä; = l 
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dx 



J (s 



(g + hx)ya + cx^ 

ygdu r hdv 

g^-(ah^+cg^)u^ J ah^ + cg^ - h^v^' 
und hieraus folgende drei Formeln: 



fi 



dx __ 1 jah — cgx + |i*|/a + cx^ 



fi 



(g + hx)Ya + cx^ 2^ \ah — cgx — fiYa + cx^ 

dx h Va + cx^ _5j . o ^ 



(g + hx)ya + cx^ <^9 ff + hx 



dx 1 , vVa + cx^ 
— ardan 



(? + hx)yai-cx^ V ^^ - C9^ 

ah^+cg^<0, v = •/— (aÄ^ + c^^). 

Die Spezialisierungen a = + l, c««= + l; « = --1, c = + l; 
a«+l, c — — 1 fahren wieder auf die in Nr. 2 erwähnten 
Integrale zurück. 

6. Beachtet man die identische Gleichung 

/ dx 
aa; + ßVa + cx^ 

/ctxdx r ß^a + cx^'dx 

a^x^-ß\a + cx^)J a^x^~ß\a + cx^) 
und wendet im zweiten Integrale rechter Hand die unter Nr. 4 er- 
wähnte Methode an, so erhält man 

dx 



J «i 



ax + ß^a + cx^ 

-?^.{^"'K'>'-^'«)''-^'»J-^/(?;?b>+i^)''"l 

und nach gehöriger Zusammenrechnung 

dx 



J ctx + ßYa + cx^ 
-g -g-l al(ax + ßya + cx^) — ßYc'l(Yc'X+ya + cx^)\^ c>0 

■■ g_^ 3 < al{ax + ßya + cx^) + ßV~ c • aresin - — 1=^- i' c < ö- 
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7. Bedeutet F(x^ y) eine rationale algebraische Funktion von 
X und y^ also im allgemeinen einen Bruch, dessen Zähler aus Sum* 
manden von der Form Äx^y^^ und dessen Nenner aus Summanden 
von der ähnlichen Form Bx^y^ besteht, so erhellt leicht die Richtig- 
keit der Gleichung 

F(xy ya + cx^) «= ■ V ^ 

P +Qya + cx^ 

worin Jf , N, P, Q ganze rationale Funktionen von x sind. Mul- 
tipliziert man femer Zähler und Nenner des rechts stehenden Bruches 
mit P — Q ya + cx^^ so erhält man 



F{x, yä+cx^ 

') (NP^MQ) 

= E + /S. 



MP-NQ(a + cx^) {NP-MQ){a + cx^) 



V^i 



r.2 



CX' 

und hier sind E und S rationale gebrochene Funktionen von x. Die 
letztere habe die gewöhnliche Form 

ccQ+a^X + a^x^+ cfsX^H 



S = 






ßo+ß2^'+ß^^^+'"+<ßl+ß3^'+ß,^^+-'y 

multipliziert man Zähler und Nenner mit 

so erscheint S in Form eines Bruches, dessen Nenner nur gerade 
Potenzen von x^ und dessen Zähler sowohl gerade als ungerade 
Potenzen von x enthält; es ist also 

oder wenn mit dem Nenner in jeden Teil des Zählers dividiert wird 
S = g>{x^) + xrl,(x^), 

wo g> und ^ rationale Funktionen bezeichnen. Nach diesen Er- 
örterungen ist 
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das erste Integral rechter Hand lässt sich mittels der im § 3 an- 
gegebenen Methoden entwickeln; fOr das zweite Integral benutzt man 
die Substitution 



im dritten setzt man 



}/a + ex" 



ya + cx^ = V, 

und bringt somit das gesuchte irrationale Integral auf drei rationale 
Integrale zurück, nämlich 



fF(x^ Ya + cx^) dx 
Hiemach ist z. B. 



h 



dx 



{a + ßx + yx^)ya + CX^ 

/ a + {ay — ccc)u^ ^^ _ P ßc ^^ 

Ci == a^y2— ac(2ay — ß^ + c^cl\ 
«2 == Ci, \= c(2ay - ß^) - 2ay^ c^ = yl 
8. Benutzt man die identische Gleichung 



4c^ V ^ 2c/ 



a + fea; + ca?^«= a — 
und setzt 

so erhalt man 

Jf(x, ya+hx + cx')dx = y i^Cl - ^. >^a'+c|») d|; 

hier kann rechter Hand wieder die in Nr. 7 erörterte Methode an- 
gewendet werden. 

Beispielsweise ist 

b 



r dx r «^1 o'-i- 

J {l + x)ya-\-lx + cx' J 0'+|)i/a'+cg»' 



2"c' 



mithin nach den Formeln in Nr. 5: 
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dx 



fi 



{l + x)Yä+})x+cx^ 



^ 1 i a-'\hX + (\h — cl)x + (iya + hx + cx^ ] 

^ 2|it \a-^hX + {^h-c})x'-fiYa + hx + cx^i 

a — hk + cX^>0, lA'^ya — hk + cl^', 

fi 



dx 2ya + hx + cx^ 



fi 



(X + x)ya + hx + cx^ Q>-2cX){X + x) 

a — hX + cX^='0', 

dx 1 , 2vya + hx + cx^ 
= arctan- 



{X + x)Yä'\'hx + cx^ V 2a-&X + (6-2cA> 

a — &A + cA*<0, v^y-a-^hX — cX^. 



§6. 
Integration exponentialer und logarithmisolier Funktionen. 

1. Wenn das zu entwickelnde Integral nur die Exponential- 
grösse 6*y enthält, mithin der Form Jf{^^) dy angehört, so er- 
hält es durch die Substitution 

, Ix . dx 

eine von Exponentialgrössen freie Gestalt. Hiemach sind die fol- 
genden Integrale zu entwickeln: 

fae-'/+l>^> ° ^ ardan(y^e^>), a>0, 6>0, 

o>0, 6<0, 
^vdy 2 



A 
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J Ya + he^y kya \ya + b€^9 + Ya^ 

r dy 2 ^ -|/a + fee*y ^. 

/ , ^ — 7= arctan 1/ y a < 0. 

J Ya + h^y hY^ Y -a 

2. Mittels partieller Integration lässt sich das Integral 

Jy^e^ydy 

entwickeln, wenn m eine ganze positive Zahl bedeutet; in jedem 
anderen Falle muss man eine Beihenentwickelnng zu Hilfe nehmen. 
Die Werte des genannten Integrals sind für m = l,2, 3,4, 5: 

fy^^yäy = (^ - ig + 12|; - 24|, + 24!,) a»^ 

/3,5gt,^j,„(|'_5/+20|'-60|| + 120|-120i)e*^ 
Hiemach können alle Integrale von der Form 

entwickelt werden, sobald q>(y) eine algebraische ganze und rationale 
Funktion von y ist. 

3. Mit Hilfe der Substitution 
Iz ^y^ z ^ e^, dz ^ e^dy^ 



erhält man 
also z. B. 



fzf'f{lz)dz ^fe(f*+^)yf{y)dy, 
dz l(a + hlz) 



f. 



z(a + hlz) 



dz _ 2ya + l)lz 
zYa+hlz ^ 
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/'"'""-"+'[7TT-(7TI)']' ''^"'' 

4. Durch partielle Integration findet man 
^ (a + ft^)* a/3 — &« l« + fe;8? "^ '^ ^ & "^ ^y 

f 



-5^ ^- — - de =- -^ arctan ^^ — -i 

s^ aus 



a> 



a>0, 



/, 



a<0; 

-=?(yc.;8?+ya + c;e;^, c>0, 



y(a + Cie?*)* a)/ä+^ a^c 






J yiZ.gi ^a — ße/ '^ \a — ßef 



.21 . ,-. — r^ . Y^?^.z\ 

§7. 
Integration goniometrischer Funktionen. 

1. In einfachen Fällen lassen sich Integrale mit goniometrischen 
Fimktionen durch Umformung auf eine der Grundformeln in § 1 
bringen (vergl. auch § 5 Nr. 3). So hat man z. B. 

Schlömilch, Übnngebnohn. 4. Aufl. 4 
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1) fsin^u du ^ y /(l — cos 2u)du-^ if^^ — \f<^^ 2ud(2u) 

«— yw — -|- sin2u^ 

2) fcos^udu = ^f(l + cos 2u)du'=- \-u + ^sin 2w, 

3) Jsin^udu ^\J(Zsinu — sin^u)du'^'-\cosu +^cosZu, 

4) fcos^udu^\J{^cosu+cos^u)du^ \sinu-\'^sin^u, 

5) Jsinucosudu^\Jsin2udu-^ — ^cos2u^ 

6) fsin^u cos^u du = \fsin^2u du ^ y/(l — C05 4w) du 

^T^-'^sin4.u, 

7) fsin''ucosudu'=^Jsin'*ud{sinu) ^ sin^+^w, n^ — 1, 

8) fsinucos''udu = — Ccos^^udCcosu)^ co5'»+*m, 

9) fsin^u cos^u du ^fmn^u (1 — sin^u) d(sin u) **<""» 

10) Jsin^u cos^u du =fsin^u (l — sin^uyd(sin u) 

= -j sin* w — y sin® w + -s" ^^^ ^> 

11) ftcmudu = — / ^ ^^^ := — Icosu, 
^ J cosu 

12) fcotudu^l -^ l = lsinu, 

•^ ^ sinu ' 

13) Jtan^udu ^J(sec^u — l)du=- tanu — u, 

14) Jco^udu ^f(csc^u — i)du=^ — cotu — u, 

-^ J sinu J sm\ucos\u J tan\ucos^\u ^^^2^» 

16) /^-^ = /l^^hL±!0^ = i,^„(i„ + i„), 

' J COSU J smi^n + u) ^* ^ 2 ;» 

17) f^J^Sr^^itanu, 
J Sinu cosu J sin2u 

18) r^^^=2f^^-2cot2u, 
J stn'ucos^u J sm^2u ' 

oder 
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/du /^ du , /^ du 

-r-z 5-=/ — ö — hl -T-ö- = ^aww — cofw, 
stfrucos^u J cos^u J sifru 

19) / j-r— du =^ I tan^udCtanu) == — — - to«*+*M, 

V cos*+^u J ^ ^ n'\-\ 

i cos^ u / 1 

20) / . , ^ du = — / cot*u dCcotu) —-co1^+^u, 

J ^n?+*i* J ^ ^ n + 1 

o^\ Aos^w, ri — sin^u - 

21) 1 -^ — aw =» 1 : du = ItanirU + C05W, 

^^ si«t* J smu ' 

22) / — — du = / ^^ T-^—^ « Isinu — im^w, 

'J s%nu J smu a ' 

^«\ /^co^u , /^(l — sin^u^dCsinu) 1 

^^ stfTu J svnru stnu 

«.\ /^cos^u ^ rCl — sin^uf ^ , 1 . ^ < 

24) 1 ^-^dw« / ^i ^-5 ^-du^ — cotu— ^s%n2u — \u, 

^J stnru J svnru * * 

/cos^u ^ /*(l — 5m*w)^rf(si«i*) 



25) 



»= — IT— T-i 2lsinu + -l^^siw^M, 



26) 



27) 



nnd 



/du /*8in^u + cos^u , 
-: 5— = / — : s du 
smucos^u j stnucos^u 

J cos^u J sinu cosu ' 

/du Csiv?u + cos^u , 
s~ "=" / : 8 ^^ 
sm u co^u J sin u cos^u 

/ d{cosu) , r du 1,7, 

co^w ^ stnu cosu 2cos^u 

2. Um die beiden Integrale 

y 5m w du 
* 4/ acosu + hsinu 



zu bestimmen, bemerke man, dass 
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hJ^ — aJ^ == l(a cos u + h sin u) 

ist. Ans diesen beiden Gleichungen erhält man J^ und t/^. Es 
ergeben sich 

/cosudu a , ^ 7/ I 1. • \ 
7-1—' — "= 2 . 1,2 ^+ 2 I ,J iacosu+ h stnu)^ 
acosu + h sin u a^+h^ a^ + V ^ ^^ 

/sin udu h « , / . , . \ 
7~r~' — "^ 2 , ,2 ^ o , .J ip cosu + h s%n «). 



3. Es ist 



1) 



2) 



/^ du r sec^udu 1 Pd(J)tanu) 

a^ cos^ u+h^ sin^ u J o?+h^ tan^ u hja^+h^ tan^u 

= — - ardan i—tanu l? 
ab ^a / 

/du r sec^udu 1 /^ d(b tun u) 

a^cos^u— h^sin^u J a^ — h^tan^u hj a^ — ll^tan^u 

_ 1 fa-^ htanu\ 
2 ah \a — h tan uf 



Hiemach hat man 

du 



3) 



4) 



5) 



r du _ r___ 

J ci^+ ß^cos^u J («*+ jS*) cos^u + a^sin^u 

1 . / « #öw t^ \ . 

= — r= : arctan f , i ? 

/* du P du 

o* — /3* C05^ t* "^z («^ — ß^) cos^ u + a^ sin^u 

1 ^ / tttanu \ i^ o% 

«yv — ß^ \y «^ — /JV 

P du r du 

J a* — jS* C05* u'~ «/ (j8^ — «*) C05* «* — «^ sin* w 
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Hieraus erhält man wieder 



6) 



7) 



J a + h cosu J {a — h) + 2h cos^ y w 

r du „ r äju) 

J a + h cosu J (1) — a) — 2h cos^ |-t« 

_ 1 ( Yh + a + yh — a'tan^u \ 

'^ Yh^-a^ V^ + a - yt - a-tcm^^J 

«» , — ?l r—r U a^ <iV. 

4. Ist in 

/ C05* wef w , / sin^ udu 

die ganze positive Zahl n ungerade = 2Ä; + 1, so hat man 

Jsin^*'^^ udu == — fsin^^u d(cos u) = ~j{^ — cos^w)*d[(co5 w). 
Z. B. 1) Jcos^udu ^^ sinu — j-sin^u + ysin^w, 

2) Jsm^udu ^ — cos u + ^cos^u — ^cos^u. 

Ist dagegen n eine gerade Zahl, so wendet man partielle In- 
tegration an und erhält: 

fcos^udu ^Ccos^'~^ud{sinu) 

= cos"""* u sin u -\' (n — l) jcos^'~^u sin^udu. 

Ersetzt man in dem Integral rechts sin^u durch 1 — cos^u, so er- 
giebt es durch Zerlegung 

Ccos^-^udu — jcos^udUj 

also erhält man die Beduktionsformel 



/cos^udu « — cos^'~^u sinu 4 / cos^"^ udu. 
n ^ J 

auf dieselbe Weise behandelt 

/m'^udu = sm*""* u cosu A / sin**""* udu. 
n n J 
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Z. B. 3) Jcos^udu « \ cos^ w «m w + |- co5 w ^w «* + |- ^? 

4) fcos^udu — ^cos^ u sinu + ^cos^u sinu + l^cos u sinu + ^U] 

5) /siw* wdt* « — ^sin^ u cos u — j^ sin u cos u + ^^^ 

6) Jsin^udu « — ysiw^«*C05w — ^siw^t^cosw — ^sinwco5ti + ^tt. 
Auf diese Integrale lässt sich auch 

jsin*^u cos^udu 

zurückfüLhren, wenn m und n positive gerade Zahlen sind. So er- 
erhält man z. B. 

Ifsin^u cos^udu ■" /*(! — cos^u) cos^udu ^ Jcos^udu —fcos^udu 
= — |- cos^u sinu + ^ cos^u sinu + ^ cosu sinu + ^w, 



8) 



oder 

Jsin^ u cos^ udu — jsin^ u(l — sin^ uy du 

= jsin?udu — 2Jsifi*'udu + fsin^udu 
= — j-sin^u cosu + ^ sin^u cos u — ^^ sin u cos u + ^u. 

/* du /* du 

cos^u J sin^u 

die ganze positive Zahl n gerade = 2ifc, so kann man schreiben 

/-^s C , '^",, , = /(l + to«»«)»-^ d (te« «), 

J cos''u J co^u eos*'—^ « ./ v /' 

^ s*«**w ^ stn^u sm^^'-^u J ^ ^ ^ ^ 

Z.B. l) / — ^— — / (1 + tow^w) d[ (to» m) ==-tanu + y tow'w, 

' J cos^u * * ' 

3) I ^-7—'^ ^ cotu^ \-cofiu, 
^ J stn^u ^ 

4) / . f, ^ — coiu — ^cofiu — j-coi?u, 
^ J stn^u * * 
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Ist dagegen n ungerade, so giebt die Beduktionsformel in Nr. 4, 
wenn man — w + 2 statt n setzt 

/* du sinu n — 1 f* du 

cos^'^^u {n — 2) cos^~^u n — ^J cos^u 

also 

/du sinu n — 2 P du 

cos^u {n — 1) cos""~^w n — \J cos^^^u 

und auf gleiche Weise 

/du cos u n — 2 /^ du 

sin^ u (n — 1) sin^~^^ u n — IJ sin^'^^u 

z.B. 5) f-^ i.-£^+i.jte«a« + i-«), 

6) / — r- = f — I h T 2 h I- 1 tan (^n + fu); 

^ J COS^U ^ CO^U ^ COS^U * V4 ' 2 /' 

_v /^ du 1 ^^^ ^ , 1 7 a 1 

^ J stn^u ^ sm^u ^ ^ ' 

^v f* du . cos u n cos U , ^ ^ , 1 

"^ ^ stn^u * siw*w * sm^u * * 

Auf diese Integrale lässt sich auch 

/sin^u , , C co^u , 
du und / — r du 
cos^ u J sm"^ u 

zurückführen, wenn die Zahlen m und n positiv sind und m 
gerade ist. Z.B. 



9) 



10) 



/sin^'u , Cil — cos^ uf , r du ^ C du 
— ^du = / -5^ ^ ^-du - / — ^ 2 / — ^ 
cos^ u J cos^ u J cos^ u J cos^ u 

^ r du .sinu K sinu , ^ ^ , .- .ix 
J cosu ^ cos^u ^ cos^u ® ^^ • 2 /» 

/cos^u, r(l — sin^uf , r du ^ C du , ^ T du 
-—=—du-^ I -^ r-s ^—du^ I -r-^ 3 / -rnr- + 3 / -: 
sin^u J sin^u J sm^u J sm^u J s%nu 

/j -i cosu ^ ^ cosu , 15 7 . 1 

sm udu «= — 4- -— i — f- -T ^-ö — h cos u + ^l tan i^u. 
^ sin^u ® sin^u * ^ 
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6. Man kann umformen: 

Jtan^ udu ^ftan'^'^^ u (sec^ u ~i)du ^^ftan^"^ ud (tan u) 

— / tan^~~^udu «= tan*~^u — 1 tan*~^udu. 

J w-1 J 

und ebenso 

jcot^ udu ^Ccot'^'^^u (csc^u — l)du — —fcot^'-'^ud(cot u) 

— / cof^-^^udu = cot^~^ u — I coi^'-'^udu. 

J ^-1 J 

Z B. Jtan^ udu *= y ian^ u -^-Icosu^ 

Ctan^udu = y tan^ u — tan u + u^ 
Jtan^udu = ^ tan^u — y^'*^^'^ — l cos u, 
Jtan^udu == -|- tan^u — |- tan^ u + tan u — u-^ 
C cot^udu == ~ Ycot^u — l sinu, 
fcot^udu = — \-cofiu + cotu + w, 
f'cofiudu = — ^co^w + \ cot^u + l sinu^ 
jcot^ udu = — Y co^ «* + -l" (^ot^ u ~ cotu — u. 

7. Man kann 

fsin^u cos"* udu y 

wenn m und w ganze, positive oder negative Zahlen sind, auch 
durch Beduktionsformeln behandeln. 

I. Durch partielle Integration findet man: 

/in^ u cos^ udu = — -— / cos^"'^ u d(sin^'^^ u) 
m + lj ^ \ 

sin'^'^^u cos^~^u ^ n — \ C . .o 

= r— TT / S»W'"+^t* C0S»--2 ^^^ 

m + 1 w + \J ' 

oder auch 

/si»"* u cos^ udu «= 7—- / sin^~^ u dCcos^'^^ u) 
n + lj ^ ^ 

sin^^—^ucos^'^^u . w — 1 /*. . 

= -— -— I sin'^-^ucos'^-r^udu. 

n+1 n+lj 
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Die erste Bedoktioiisformel kann angewendet werden, wenn m 
negativ, n positiv; die zweite, wenn m positiv, n negativ ist. 

II. Zerlegt man die in I auf der rechten Seite stehenden In- 
tegrale, indem man 

sin^'^^u = sin^u (1 — cos^u) 

cos^ -r » M « C08* w (1 — strr U) 
setzt, so erhält man 

sin"^u cos^udu — - 



und 



I sin^u 



m + n 

H ; — I sin^u cos^-'^udu. 

m + nj 

cos^ udu « 






w + n 



/in^—^u ( 



H — ^ / sin^~^u cos^udu. 



Diese Bednktionsformeln dienen für den Fall, dass m und n 
positiv sind. 

in. Setzt man in den Formeln IL n + 2 statt n, bez. m+ 2 
statt n», und reduziert auf die rechtsstehenden Integrale, so ergeben 
sich die Bednktionsformeln: 



sin^ u cos^ udu == — 



n + 1 



und 



/ 

H 7-^ — 1 stn^u cos^'^^udu 

n + 1 J 

s\fi^ u cos^ udu — 

m + 1 

. m + n + 2 /*. ^ , , ^ , 

-j ^ — f s^n^-r-^u cos^udu, 

m + 1 J 



die vorteilhaft sind fiir negative m und n. 
Beispiele. 



1) 



/cos^u , cos^u ^ r A . 



cos u 

5t« w * * ** 
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2) 



3) 



5) 



6) 



7) 



8) 



swru, * sinru "^ J sitru 



+ ^cos^usinu + ^ €Osusmu + ^m, 

Csin^u cos^udu ■* — |- cos'' u sin u + ^Jcos^udu 
~ — |- cos'^u sin u + ^ co^u sin u 
+ ^co^usinu + ^cosusinu + j^t*, 

fsin*^ u cos^u cZm = — ^ cos'' u sin^ u + ^fsin^ u cos^u du 

= ^cos^u sin u — IJcos'u «nu + j^cos^usinu 



/d[w 1 /^ du 

sin u cosi^u 3 cos^ u J sin u cos^u 



Scos^u cosu 



H h ItanY^i 



/* du ^ ^ \ C ^^ 
sin u cos^u 4 cos* i* J sinu coi 



4 CÖ5* w 2 cos^ M 



cos*w 
+ lianUy 



r du _ 1 I o /* ^^ 

^ sin^ucos^u sinucos^u J cos^u 



2- + f —2- + T^t(^KT^ + f ^)i 



smu cos'u 



cos'^u 



/* du 1 \ o C ^^ 

sin^u cos^u 2 sm^i^ cos^u J sin u cos^u 



+ 



+ 



3 



+ Bltanu. 



2 sin^u cos^u 4 cos*t* 2 co5*t« 

8. Wenn mehrere goniometrische Funktionen in einem Integral 
vorkommen, so ist meistenteils die Substitution 



i^^U^t 



am bequemsten, aus welcher folgt 
sinu 



2t 1 - <2 

9 cosu = 



1 + f 



1 + 



du «= 



2dt 
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enthält nämlicli das ursprüngliche Integral keine Wnrzel, so ist 
dann auch das neue, auf t bezügliche Integral von Wurzeln frei. 
Mittels dieser Substitution erhält man 



/. 



du 



a + ß cos u + y sinu 
_ 1 j i Vß^+y^- «'- y + tf - «) tan I- u \ 

für a^<ß^+y\ 
r-, K^. r-' ' für a«==/32+y^ 

— , = arctan , ^ =J—^ für ar> ß^+ y^ 

Ya^-ß'-y^ Ya^-ß^-y^ 

Für a ^ ß gelten diese Formeln nicht; es ist dann 



== — i(a + y tan y u). 



f— 

J a (1 + cos w) + y sin u y 
9. Unter Bücksicht auf die Reduktionsformel (§ 2 Nr. 13 und 14) 

x^dx 



r (i + x^)dx r dx r 

J {a + hx + cx^ J {a + hx^ cx^Y V (« + 'bx-^cx^^ 
c(Aac-b^)\ a + hx + cx^ ^ ''''^'*^ V a + ^aj + ca?«/ 



findet man mittels der vorigen Substitution 

du 



A 



{a + ß cosu + y sin m)* 

1 f «y (1 + cos u) + (ß^ + y^— aß) sin u 

(a — ß){a^^ ß^— y^)\ a + ß COS u + y sin u 

^^ a + ß COS u + y stn u) 

wobei weder a ^ ß noch «* «= /3^ + y^ sein darf. Für diese speziellen 

Fälle ist 

du 



J[«( 



t{l + C05 w) + y 5«^ ^T 

1 f y(asinu — ycosu) . ^ A 

—5 i-TT^-; N-^ ' «H<« + ytanfu)]^ 

y^ \€c(l + cosu) + y smu ^ » '^ 2 >'J 
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du 



Je« 



{et -^r ß cos u -\- y sin w)* 

ian\u ^ a 2 _ äs i 2 

- \y + {a^ß)tan\u-\^~'^\y + {a'-ß)tan\uY «~P+y- 

10. Durch partielle Integration erhält man 
fu^ cosudu^== w"* sin u — mju^~^ sin u du 

= u'^sin u + mu^—^ cosu — m(m — 1) Cu^^^cosudu. 
Z. B. ju cos u du '^ cos u -\- u sin u, 

Cu^ cosudu = 2m cos u + (m* — 2) sin w, 
Ju^ cosu du = (3w* — 6) cos u + (u^— 6u) sin w, 

A** cos udu =' (4:U^~ 24) Cö5 m + («**— 12 m* + 24) sin u. 
Nach demselben Verfahren ergiebt sich 
Ju^ sin udu = — u^cosu + m ju^"^ cos u du 

^ — u^cosu + m u^--^ sinu — m^m — l)jw'"""* sin u du. 
Z. B. Cu sin udu => sinu — u cos m, 

Ju^ sinudu = 2u sinu — (u^— 2) cos m, 
Ju^ sin udu ^ (Su^— 6) sin u — (u^ — 6u) cos m, 
r«* sin udu — (4w* — 24 w) sinu — (4w* — 12w* + 24) cos u. 

11. Es sei 

J^ == /V»** C05 ftw du^ J^ — fc*" 5in hu du. 
Das erste Integral lässt sich schreiben: 

— / e^"t? (5m hu) oder — / co5 hud(e^^); 

wendet man in beiden Fällen partielle Integration an, so er- 
hält man: m 

J. = —ef^^sin hu — —J^^ 
^ h h ^' 

j « — e«« coshu -] — e/o, 

aus welchen beiden Gleichungen sich die gesuchten Integrale er- 
geben, nämlich: 
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/ ^ j acoshu + hsinbu 



/ 



e«« cos hu du = ef^^ 
€f*^ sinbudu^ e««* 



a sin hu — h cos hu 



a^+h 
Weiter erhält man durch partielle Integration: 



.„ , ,,kcosu + sinu , (k'^—i)cosu — 2ksinu 
ue^^cosudu^u^ ^-^^ e*«^ ^-^^-^, , 

j,„ . , .ksmu — cosu . (k^—i)»mu—2kcosu 
ue^'stnudu^ue^" ^^-^^^ e*»^ \k'+iy * 



ß 
ß 

/o,„ , a t,kcosu + sinu 2k /* , 
t*e*" cos udu^ w^e*" g ^ I we*" cos u du 

le^^sinudUy 

/«!.... -. ^ ,,ksinu — cos u , 2 /* ^ 
w'c*" stnudu-= «*^e*** g h ^ I we*" cos u du 

— 79——- I uer^smudu. 



-l^iß' 



Wenn zu bestimmen sind 

Ji = Je*** cos* u dUj J^ = JV« sin^ u du, 



so findet man 



'Ti + Js^^l^", 



._ kcos 2u + 2sin2u 
J.-J,= <^" ^+4 

_ o jfe„ Cös w (äj COS 1^ + 2 sin u) k 

aus diesen beiden Gleichungen erhält man: 






,„ , , , cos u (k cos u + 2 sin u) . 2c*" 

,„ . a , , sin u(ksinu — 2 cos u) , 2 c*" 
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Allgemein ergeben sich durch partielle Integration die Reduktions- 
formeln: 

/*, . , , sm^~~^ u{k sin u -- neos u) , n(n—i) / , . , , 

§8. 
Integration oyklometrisoher Funktionen. 

1. Durch partielle Integration erhält man: 

J aresin xdx = x aresin x + )/l — x*, 
farceos xdx = x arccos x — ^1 — ä^, 
Jarcian xdx = x aretan o; — y Z(l + rr^, 
Carccotxdx = x areeot o? + y ? (l + x^). 

2. Auf gleiche Weise erhält man allgemeiner für n ^ — 1 

/x^+^ aresin X 1 f*x^'^^dx 
fl?'* arcsin xdx ^ ;—- r—- I ? 

n + 1 n + lj yi^x2 



p , x'^+^arceosx , 1 Px^'^'^dx 
I x^ areeos xdx *== —- r— I 7 

^ n + 1 ^ + '^J yi — x^ 

/x^'^^aretanx 1 /*a;"+^d[aj 
x'^aräanxdx »= -— I — -— — ^-^ 
w + 1 w + 1^ 1 + 0?^ 

/ x"" areeot xdx =- — — - / -— — ^ 

*/ w + 1 n + IJ 1 + x^ 



J X aresin xdx = \[(2x^ — l) aresin x + a?")/! — x^]^ 
Jx^ aresin xdx^\[Zx^ aresin x + {x^ + 2)l/l — a?^}, 

/aresinx _jl^~~V^^^^\ ci^csinx 
x^ " \ X / X ^ 

jx aretan xdx ^ "»{(^^ + ^) orcta'^^ ~ ^ }» 
Jx^arctanxdx = -J-{2fl;*arctowa; — ä;*— Z(1 + a;^)}, 



/ 



^ — da; = ?a; - -I-? (1 + ««) , 
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/ardan x ^ « /- . .1 Jl+V^x + x\ 
;= — arc = 2 yx • ardan x -\ — -prz l[ -p=z | 
Yx Y2 \l-Y2x + x) 

— y2 [ardan (]/2^ + l) + ardan (]/2x — l) }i 

/ardan ^ , _ « ardan x 1 jf^ + V^ + ^\ 
y^ '" Yx Y2 \i-Y2x + xJ 

+ y2 [ardan (Y^ + ^) + ardan (y2x — l)]- 
3. Gleichfalls durch partielle Integration findet man 

/* aresin x arcsm x -■ /l 



. — X 



y * aresin X ^ aresin x 2 -. /(a — /3)(l— a;) 

arcsmx 1 ^/yiß + a){l-\-x) + y{ß-a){l-x) \ 

ßi^x+ßcc) ßY^z^* \y(ß + «)(i +!c)-y(ß- «)(i - it)/ 



'a; aresin x , ^ | aresin x x 



x aresin X ^ aresin x , 1 , lAT+T.x 

7- — ; 5r« dx^ — ^ .^ . «. H , ardan ? 

(1 + ya?«)« 2y(l +ya;«) ^ 2yV7+T V^l ~ a?* 



aresin X 1 I j/l — x^ + l/— (y + l)' x\ 

y< 

/ardan x , 1 L/a + /3aJ\ ß — ax , ] 

7 — . ^> \9 ax « , , ^,> {M , I — . ^ aretan x\i 

(a + ßxY a^+ ß^ \ \yi + ^2) a + ßx j 

/• ardan 05 , 1 + x aretan x 

r ardanx ^^ _ x ardanx^ -L= ardan '\/^~+^' 

J y{a + hx^^ aYa + hx^ ay/b -a Y 

X aretan x 1 /^a + hx^ — Ya — b\ 

aYa + hx^ aYa — h \Ya + hx^ + Ya — hJ 



*x} 
y<-l. 



h — a 

a<h, 

a> 6. 
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4. Mittels der Sabstitation aresin x =^u findet man die Werte 
folgender Integrale: 

J*(arcsin xf dx = x {aresin xY — 2x + 2 Yl — x*. aresin x^ 






§9. 
Integration mitteli nnendlieher Beihen. 

Wenn es durch die bisher angegebenen Methoden nicht gelingt, 
ein vorgelegtes Integral zu berechnen, d. h. es durch eine endliche 
Anzahl bekannter Funktionen auszudrucken, so ist durch dasselbe 
eine neue transzendente Funktion definiert Die ZurfLck- 
f&hmng auf bekannte Funktionen ist dann nur möglich durch Ent- 
wicklung der Funktion unter dem Integralzeichen in eine unend- 
liche Beihe. 

1. Durch unmittelbare Anwendung des binomischen Satzes er- 
hält man, vorausgesetzt dass x^<^l ist: 



A 



dx _^ , JL ^4.il? ^ 1.3.5 x^ 



j/i — si^ 1 ' 2 5 ' 2.4 9 ' 2.4.6 13 



1 



Zerlegt man dagegen {1 — X*) 2 in (1 + ä*) « (1 — x*) « 
und entwickelt den ersten Faktor in eine Reihe, so findet man 



A 






yi-x^ 2*^ 2.4 * 2.4.6 

wobei die mit P^,, Pg, P4, . . . bezeichneten Integrale auf folgende 

Weise zu berechnen sind: 

T> (n-l)Pn-2 -a;'*-yi-x» 

Pq = arcstn a?, P^ = ^^ 

n 

Nur bei kleinen x konvergieren diese Beihen rasch genug für 

die numerische Berechnung; ist dagegen x nur wenig kleiner als die 

Einheit, so setze man x = Yl — y^ und entwickle in der Gleichung 



r dx 1_ r dy 



y'X^-^iy") 



1 



den Faktor (l — J-y^ «'; dies giebt 
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J yr^i^ 1/21 2 2 ■^2.4' 2« "^2. 4. 6 2»"^ 

^0 = arccos x, Q„= ^ ^^^=— ? ^-^ ^ 

n 

2. Bei der Entwicklung des Integrals 

/ ^ dx r dx 

yr+¥ j x^yi+^r^ 

sind die Fälle «*<! und ir^> 1 zu unterscheiden; für 05* < 1 er- 
hält man 



A 



dx X 1 «^ , 1_^ a;» 1 . 3 . 5 a;^» 



dfa? ^ 1 Jl _i il^ 1 1.3.5 



yi + aj4 1 2 5 2.4 9 2.4.6 13 
dagegen ist für a;* > 1 

J Yl+'x^ X ^ 2 ' 6x^ 2.4 9a?» ' 2.4.6 13aj^8 

Um eine andere Entwicklung zu gewinnen, welche die Unter- 
scheidung der obigen Fälle nicht erfordert, beachte man die iden- 
tische Gleichung 

r dx n dx 



and substituiere 



1 -yi - f * , 2x 



wodurch sich ergiebt 






Man erhält jetzt ähnlich wie in Nr. 1 



f * dx ,U 1 B, 1.3 B, 1.3.5 Ji, 1 

J ym? «p+2 2^2.4 2*^2.4.6 23^ )' 

-^ ( 1 a;*/2a;\'*~^] 

3. Unter den Bedingungen a* < 1 und a;* < 1 gilt eine Reihen- 
entwicklung von folgender Form: 

8 chlömi loh, Übungsbuch n. 4. Aufl. 5 
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yi + 2BX + x' 1 1.2 1.2.3 

worin sich die Koefßzienten c^, c^ u. s.w. ebensowohl rekurrierend 
als independent bestimmen lassen. Zu dem ersten Zwecke benutzt 
man die Aufgabe 22, S. 302 des I. Teües (4. Auflage) fOr 



K^ 



1.2.3...n 



und erhält 



c^-3««-l,- 
C5-= 15€*— 9c, 
0^=105«^- 90fi^+ 9, 
* Cg-: 945*^-1050«^+ 225«, 

Ce- 10395««- 14175«*+ 4725«^- 225, 

oder allgemein 

Cn=(2w — l)«c«_i— (w — l)2c«-2; 

zur independenten Bestimmung dient die letzte Formel des Ab- 
schnitts b) auf S. 52 des I. Teiles, welche liefert 

" 2» * de" 
Hieraus ergiebt sich für a*<l und «*<1 

de 



A 



>/l+ 2€jer«+0* 
1 1 ' 3 "^ 1.2* 5 1.2.3 T"^* •' 



dagegen für «*<1 und z^>l 

dz 



JvT+ 



2«^^+;^ 
_ l.J^J ^ La. ^8 



Z 



1 3;s?» 1.2 5£f^^ 1.2.3 Iz'^ 
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4. Wenn a;*<l ist, so hat man 



/ dx r dx 

yi + x + x^ + x^~J y{i + x){l 

^^ fei^ feg^ fej^ 
1 "^ 2 "^3 "^4 "^" 



+ ^') 



, _ (2n - l)&.,i + (2n - 2)bn^t+ (2n - 3)6^-8 

2n 

Im Falle ir*> 1 setze man — == |, wodurch 

X 

r dx r d| 

J YT+T+l^T^ J Vl.YT+T+¥+¥ 

wird, und entwickle (l + I + $* + $')~^; man erhält 

r ^<» 2_/i+^+A + A4. i. 

J yi + x + x^+1^ 1^1 '^Bx'^&x''^7x»^ f 

um eine andere Entwicklung zu erhalten, substituiere man 
erst 1 + ic « y*; es wird dann 

Jy(i + x){i + x') Jyi-y^+xy* 

und hieraus folgt für -|-^^=;8?^ 

/ * dx 4/^ r dz 

yii + x)(i + ^) "^ J yT+ 



£ == — 



2bz^+s^ 
1 Vl + x 



V2 ^ V2 

Nunmehr können die in Nr. 3 gegebenen Entwicklungen benutzt 
werden, wobei die Fälle x <,y2 —1 und x^}^ —1 zu unter- 
scheiden sind. 

5. Das allgemeinere Integral 

dx 



fy 



1/(1 + ««)(! + /SV) 
lässt sich auf vier verschiedene Weisen in Reihen verwandeln. 

Im Falle a^x^ < 1 entwickelt man den Faktor (1 + aa?)~"*", för 
ß^x^<l den zweiten Faktor (l + /S^fl?*)""^; ist gleichzeitig a^ir^<l 

6* 
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und ß^x^ < 1 , so entwickelt man beide Faktoren und multipliziert 
die erhaltenen Beih^n; endlich gelangt man durch Anwendung der 

Substitution w^ — 1 

yi+ ax^y, x^ 

zu der Gleichung 



Iche fOr 2 i p2 

jrgeht üi 

/[ dx 2 r dz 



ß ^ Yßil + ax) 



Va^+ß^ Va^+ß^ 

Hier können wieder die in Nr. 2 gegebenen Entwicklungen 
benutzt werden. 

6. Unter den Voraussetzungen il^<l und 05^ <1 hat man 



/i 



dx ^ , ^1^^ , ^2^^ 



y{l-x^)(l-kx^) 13 5 

h=^iiS + 2k + Sk*), 

Will man das obige Integral nicht nach Potenzen von x^ sondern 
nach Potenzen von k entwickeln, so erhält man 

dx 



A 



y(l - x^)(l - ia;«) 

WO Pqj Pg, P4 u. s.w. dieselbe Bedeutung haben wie in Nr. 1. 

Eine dritte Entwicklung ergiebt sich, wenn man erst die 

Substitution . 

l-Yl - x^ ^ 2g 

= oder X = 



X 1 + z^ 

anwendet, wodurch 
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dz 






+ 2(1-2^)^2+^ 

wird, und nachher von den Formeln in Nr. 2 Gebrauch macht; 
man findet bei positiven echt gebrochenen A. 

dx 




X 

^1 = 1- 2X, 

^2 = 1— 6A+ 6A^ 

^3 « 1 - 12A + 30 A^- 20 A^ 



. (2n - 1) (1 - 2A)iln^i - (n - 1)^^2 

oder auch unter independenter Form 

1 <?^[A"(1 - A)~] 

'*"" 1.2.3... w ' (?A« 

« 1 ~ (nX(w + l\l + (n),(w + 2)2X«- (^)3(w + 3)3^8+ ... 

7. Die vorigen Transformationen passen femer auf das Integral 

x^dx 



fy 



y(i-x^)(i^xxy' 

namentlich ergiebt die zuletzt erwähnte Substitution 






■|/[i + 2(1 - 2 i) »«+»*]» 

Um den tinter dein Integralzeichen stehenden Ausdruck nach 
Pot«nzen von z zu entwickeln, benutze man entweder die Auf- 
gabe 22, S. 302 des I. Teiles für jt = — -§■ oder man differenziere 
die Gleichung 

^ = = l-A,z* + AiZ*-A^e''+--- 

yi + 2(1 - 2iy+ e* ' ' ' 

partiell in Beziehung auf A; man erhält schliesslich 
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x^dx 



A 



}/(l-a;«)(l-Aa:»)» 



yi — %■ 



X ) 


öV 


X J ' 


7V 




3(1- 

6(1- 

10(1- 


-21), 

-9A + 21i«- 


- Ui») 



^'-...l. 



„ (2« + 1) (1 - 2A).B._i - (w + 1)-B,.-» 
oder independent ausgedrückt 

R __JL 1 d..+i[r(i-A)''] 

Jfn-l- 8 • 1.2.3...«" dr+* 

= i{l(«X(» + l)i - 2(«),(« + 2),i + 3(«),(« + 3),A»- 
8. Nach den vorigen Methoden kann auch das Integral 



fV 



1-Xx^ ^ 
1 — x^ 



behandelt werden, welches sich übrigens auf zwei früher entwickelte 
Integrale zurückfahren lässt. Es gilt nämlich folgende, durch 
Differentiation leicht zu prüfende Gleichung: 

'^^^~^HJv(i-x')i,i-kx')'^^Jv(i~^(i-ixyy 

und hier können die Integrale rechter Hand nach Nr. 6 und 7 ent- 
wickelt werden. Setzt man Ä^— 4:kBn-^i^ Gnj so erhält man 



fV^^'-^-Vh 



Xa^ 



+.(._,{->^_|(-i^V|(in5E?)'_,..] 



C2 = 1-18A + 30A«, 

Cj = 1 - 36 A + 150 A« - 140^3 
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»" 1.2.3...«! dl' "^ (ii»+i j 

= 1 — 3(«),(» + 1X; + 5(«)s(» + 2%k'-7(n\in + 3),X»+ ••• 
9. Mittels der Exponentialreüie findet man 



/ 



10. Auf ähnliche Weise ergiebt sich 

iTv^elcbe Entwicklung bei kleinen a vorteilhaft ist. 
Unter der Bedingung z^ < h^ hat man femer 



A 



,.=%_% + ^_^ + 



^z z^^'-nQn 



a n 

Mittels der Substitution h + z = x gelangt man zu der dritten 
Entwicklung 

11. Durch Benutzung der logarithmischen Beihe ergiebt sich 

¥•2 /r^ 



/( 



,/ 1 \dx X , x^ , x^ , ^ ^ ^^ 



welche Reihe für a? ^y rasch konvergiert, dagegen fär nahe an der 
Einheit liegende x unvorteilhaft ist. 

Setzt man x = 1 — y und wendet partielle Integration an, 
so folgt 

und hieraus durch Entwicklung des zweiten Integrals 
diese Reihe konvergiert sehr gut för y < 05 < 1. 
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12. Unter der Voraussetzung ^ o? < 1 ist 

dx = —^ — -zr^ + ^ •' 0<a;<l. 



/ 



L(Lt^^.= * 



Man hat andererseits 



setzt man im zweiten Integral rechter Hand a5^==|, so werden die 
vorigen Entwicklungen anwendbar und liefern 

'Hi + x) 



r 



X 



dx 



f 



Jl-g;' (1-0^')^ (1-0^^)» 1 

0^a;<l. 

Im Falle a; > 1 , setze man a; = — und benutze die vorher- 
gehenden Entwicklungen; dies giebt 

\iy±J^ dx = p(l + X) -\lx\ Ix 

Je nachdem au in einem der vier Intervalle 

0...i i..l, 1...2, 2...00 
enthalten ist, sind die vier gefundenen Beihen bequem anzuwenden. 
13. Um das Integral 



und noch 



L 



l + ls 



1 
dz 



in eine Reihe zu entwickeln, benutze man zuerst die Substitution 
h -{-Iz ^ X und nachher die Exponentialreihe ; man findet 
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fi 



h + lz 



dz 



= c-«*{z(& 



^^^1 1 '1.2 2 ^ 



14. Mittels der Substitution sin<p ^^ x^ und durch Benutzung 
der in Nr. 1 gegebenen Entwicklungen erhält man 

J ysinq> 

^ ^\ ^2 5 ^2.4 9 ^2.4.6 13 ^ I 

15. Setzt man 2 tl2 

sin a == aj, s — = A, 

so findet man u. a. 

dq> 



fr 



Ya^ cos^ q> + h^ sin^ q> 
2 

wobei die Koeffizienten J.^, Ä^ u. s.w. ebenso wie in Nr. 6 berechnet 
werden. 

16. Dasselbe Verfahren liefert 

* r-si — 5 . ,o . o , (a^ —h^simpcosw 

Ya^cos^ip + h^sin^fp . d<p -= ) / y y 

y «^ cos^ q> + l!^ sin^ tp 

+ {ian\q>-\Citan^^(p + \C^tan^(p }, 

et 

worin die Koeffizienten (7^, Cj u. s. w. die nämlichen sind wie in Nr. 8. 

17. Durch Anwendung der Substitution 

tan Tf' = ^ ÄJ 
ergiebt sich u. a. 



/ 



^ 2ahV 



-"o"^ 2 * 2 "^2.4* 22"^ 2.4.6* 23 "^''j' 



wobei die Grössen B^y B^y B^ u. s.w. nach folgenden Formeln zu 
berechnen sind: 
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Bq= 2arctan{ — toraipj, 

18. Unter der Voraussetzung, dass co zwischen — « und + » 
liegt, findet man mittels der Substitution fa»-|-ß> = rc 

/-: — d(o = 2 {-^ towiw — Trätan^^^io + -ätew^ + i» — ...}. 

19. Für ein zwischen — \n und + y tt liegendes co hat man 
durch Anwendung der Substitution sm » = rc 

CO , sin<o . 1 sin^o . 1.3 sin^m 



L 



tana, 1* ^ 2 3« ^ 2 . 4 5* 

20. Bezeichnet e einen positiven oder negativen echten Bruch, 
so ist 

Pg^y (g> — ^<p cosq))^ P^ = — {(w — 1)Pto_8— sin"^''^ipcosfp\. 

Eine andere Entwicklung ergiebt sich, wenn man unter der 
Bedingung g>^ < n^ 

tan Y g) = a?, s *= sind- 

setzt und nachher die auf S. 329 des I. Teiles angegebene loga- 
rithmische Reihe benutzt; es wird 

fl (1 — €* sin^ q>)dg> 

^'-S[J:Q^sm^^-\Q^sin^2&+^Q^8m^3^ }, 

21. Um das Integral 



f 



sin^ OD d(o 



2 

zu entwickeln, SQtze man erst sin<o^=^x und benutze nachher die 
auf S. 297 des I. Teiles (Aufgabe 16) angegebene Reihe, welche 
erforderlichen Falls zu differenzieren ist; unter der Bedingung — \n 
< © < + Y TT ergiebt sich 



/ 



/ 
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smf*^ ada ^ — — - — -— • . ^ 

2 |ii + ll,2 (i+S 

"^ 1.2.3.4 ' |i*+5 '^'*' 

22. Dasselbe Verfahren liefert die Entwicklung 
^o,_^2cu ;^ sm^+2Q, a(A2+2«) sinf+^(» 

2 1 fi + 2 ^ 1.2.3 /Ä + 4 

""" 1.2.3.4.5 ' f«+6 '^"' 

23. Mittels der Substitution 

e^ — e" 



= X 



2 

und durch Anwendung der Reihen auf S. 298 des I. Teiles (Auf- 
gabe 17) erhält man, vorausgesetzt, dass ca zwischen |/2— 1 und 

y^+'iuegt, f.,„_,-.Y 

I ( JcosfAmda) 

"il+lV 2 / 1.2a + 3)\ 2 / 



(|[i^+lO(^^+3^ / e"-g-*" Y + 5 
1.2.3.4(A + 5)\ 2 / 



1.2(A + 3)' 

24. Dasselbe Verfahren liefert unter gleicher Bedingung: 
I l ]stnfiG)dm 

l,(A + 2)^ 2 / 1.2.3(A + 4)\ 2 / 



' 1.2.3.4.5(^+6) 

§10. 
Begriff des bestiinmteii Integrals, 
I. Das beistimmte Integral 

6 

ffix)dx 

a 

bedeutet den Grenzwert, gegen den die Summe 



/e»— e-cuy+e 
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[f{a) + f(a + d) + f{a + 26) + '•• + fia + n ~l d)]S, 

n 

konvergiert, wenn n unendlich gross wird. 

fr 

Z,B,fx^dx^Lim[5[a^+(a + dy+(a+25y+'-'+(a + n-liy]l 

a 

h — a 

ö = 

n 
oder 

Jx^dx 

a 

— Lim I o*(6 — o) + 2 1 ^^ a{b — a)* 



+ 



l»+2'+3^+---+(»-l)* 



n 



s 



(P - «)») 



für » = cx> erhält man diesen Grenzwert (vergl. T. I S. 7, Aufg. 15, 16) 
a\h -a) + a(h - ay+ |(fe - a)», 



also 

b 



fxUx^i{h^^a'), 

Ebenso ist "" 

b 

a 

= üm{e' (e»* - 1) ^;A_}= e» _ e«. 

II. Hat man den Wert des unbestimmten Integrals 

Jf{x) dx =- F{x) + Const 

ermittelt, so ist unter der Voraussetzung, dass f{x) und F{x) in 
dem Intervalle von a bis & endlich und stetig sind: 

Jf{x)dx^FQ>)-F{a). 

a 

lU. Daraus folgt, dass 

a b 

ff(x)dx==-ff(x)dx 

b a 

ist. 
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IV. Wenn f{x) ein Aggregat von einer endlichen Anzahl 
anderer Funktionen, etwa 

fix) ^Aq>{x)+B^{x) + Ciix) + ... 

ist, so gilt dieselbe Vorschrift wie bei unbestimmten Integralen: 

b 

J{Aq>{x)+B^{x) + Ci{x) + ^"]dx 

a 
b b b 

= Ajip{x) dx + Bf^{x) dx + Cfx(x) dx -\ 

a a a 

b 

Beispiele» 1) lx^"^dx = » p>i). 

a 

2) fj^rk^^-^ß' ^>^' «>"' ^>"- 



V r dx Itt — ig, « > 0, /S > 0, 

^ J (a + ß!c){a^ + ß^x)~ aß^-uy «,>0, ft>0. 



a 

.v f dx n ^ ^ 

^ J a^+ x^ 4a 




/ * c^a; 2gr 
a + hx + cx^'^ yiac — &*' 

— oo 

00 

/ ' <?a; Atcc 

(a + bx + cxy " '^ac - h'J 



«> h 



xdx 



2nb 



" /(j 



+ &a! + ca;*)* y(4ac-&*)» 



+ 6« + ca!*)* ^(400- 6*)» 



4ac-6*>0. 
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dz 12wc* 



10) J (a + hx + cx^ |/(4ac-6»)5' 

— 00 

/• xdx Gnhc 



i+bx + cx^« y(4ac-b*y 

— flO 

/* x^dx 27t{2ac + b*) 
(a + hx + ex')« ~ >/(4ac-6»)'>' 

— oo 

oo 

/* x^dx ßnab 

ia+bx+ cx^y = ~ yp^^i^' 

— 00 



4ac-6«>0. 



Wenn a, c und 4ac — 6* positiv sind und zur Abkürzung 

2>/äc + 6 = Ä 
gesetzt wird, so ist 



15) 

16) 
17) 
18) 
19) 
20) 



/^ dx __ ^ 

a + hx^+c(x^'' ^Yäh 



00 

/' x^dx __ ^ 
a+hx^+cx^'^ 2Ych 



/ ^ dx n(Sh — b) 

(a+hx^+cd^y^ 8yOT~' 



/* x^dx _ ^ 

(a + 6a:«+CÄ;*)2^4-,/^s" 



oo 

/* X^dx n 



(a + ^ÄJ^+ca?*)»"" sycW 
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21) 



22") 



23") 



24) 



25) 



26) 



27) 



28) 



291 



30) 



311 



32) 



x'dx 



«(5h -3b) 

+ bx*+cx*y~ 32Va»Ä^ 





/ ^ x^dx Sit 



/ ^ x^dx 3« 



/ ^ x^dx n(6h-3b) 

(a + bx^+cx^y 32yc8p 



x^dx 



7t(7h-bh) 



J {a + hx'+c^Y Q4ty^W 



00 

/• x^dx bit 

{a + hx^+cxf^ ^^Y^ 



{a + hx^-^-cxf)^" ^^Y^' 



/ ^ a;^^(la; :jr(7fe--5&) 

{a + lx^+ca^f^ UyTh^ 



1 

fo^-^i-xy-Hx — /-f-^'-'^V^^ ,, u>0. 

J ^ ^ . ^(^+l)(^ + 2)...(^+„-l) f*^"- 

/ ' dx 



1 

/ ' xdx 



9r 
2' 



1. 

/ ^ af^dx 1. 



3.5...(m-l) jr 
2,4.6 m T *^«^''*^^- 
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33) / , — = C.W -^ wi unfiferade. 

^ J yr^^ 3.5.7 m ^** 



Wenn a, c und 4ac — &^ positiv sind und 2 Yac + h wieder 
mit h bezeichnet wird, so ist 



34) 



36) 
37) 
38) 
39) 



JV(ä- 



dx 



+ 'bx + cx^y hyä 

u 

35) r\ ''' ^-^^ 

J ■)/(« + IX + cx^ hy^ 



y ^ dx 2{2h — h) 

y{a + l>x + cx^y ^ Sh^yä^ 

dx 4 



J yj^^+h 



r x_ 

J y(ä+i 



bx + cx^y Sh^yä 
^dx 4 



hx + cx^y Sh^y~c 



y ^ x^dx 2(2h'-h) 
y(a +hx + cx^^ ~ sh^y? 



1 



^Ixdx^ r» a>0. 



40) r^a- 



1 

41) ßa-iQ^ya^^ (-^n-l-^-^ , „>0, 



42) ler-^'d^^^ — 43) Izer^'d^^-^^ a>0. 









44) I z^e-<''dz== ^'^^^^x'^ ^ a>0. 
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i- 



AK\ /*. ™ ^ 1.3:5,..(w-l) TT 

45) 1 stn^m da = , . . ^^ ■- • -i w gerade. 

^ J.4.b m 2 



Aa\ C ' ^ ;, 2.4.6...(m-l) 

46) I sviffa da) = ^^ ^? w ungerade. 

^ 0.5.7 w 



47) r ^ ^. 

^ J tt* cos* CD + ß*sm' OD 2aß 



^ J (a*COS*o> + ß*sin'<x>y i' a»/S»' 



^ J (a»«>5^G> + |S»m*a))« ^ 4^' 




i« 

'' J {ix*co^(o + ß*sin*foY 16' «'^» 



s /* CQg^o t^oo Jt a^+3/3* 

^ J (a* cos^(ü + ß^ sin^(oy ~ 16 ' a^ß^ 



i« 

„. / * gtw'a) dm « 3tt*+/3* 

^ J («» cos*(a + ß* m»«)» ~ 16 ' a»^» 



,. / CO«*© 5in*G)dG) jt 

^ J (a^cos^(o+ß^sin^(oy ^ 16a»/3»' 



55) I er-^'^coshudu^^-^r-r-r^^ a> 0. 
J a* + 6* 





Schlömiloh, Übungsbuch IL 4. Aufl. 
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b 



56) 
67) 
58) 
59) 
60) 



-^^sinhudu « 



* cos hu du 








/ue~^^ cos QU au «« / » . ,q.a > 



(a*+6*)* 



A «„ ,. j 2a(o»-36») 



A ... 2J.(3a«-6«) 

J (a*+6*)» ) 



o>0. 



Kapitel IL 

Quadraturen und Rektifikationen. 



§11. 
Die Quadratur ebener Kurven. 

Allgemeine Regeln und Formeln. Wenn es sich darum 
handelt, unter Yoranssetznng eines rechtwinkligen Koordinaten- 
systems den Inhalt TJ derjenigen Fläche zu bestunmen, welche von 
der festen Ordinate GJT, der beweglichen Ordinate MP^ der 
Abscissenachse und der gegebenen Kurve begrenzt wird, so gilt 
för OG^ « iCo, OM ^ X und MP = y (Fig. 1) die Formel 

1) U^Jydx. 

Bei schiefwinkligen Koordinaten ist, wenn der 
Koordinatenwinkel oo heisst, 



Fig. 1. 



2) 



U- 



sin o 



'Jydx. 




JH X 



Wird die Kurve durch zwei Gleichungen 
charakterisiert, in denen x und y als Funktionen 
einer dritten unabhängigen Yariabeln aufbreten, so ist dx^ mithin 
auch ydx durch diese Variable auszudrücken und die Integrations- 
grenzen sind fOr sie entsprechend zu bestimmen. 

Die Fläche einer Kurve gilt als positiv oder negativ, je nach- 
dem sie über oder unter der Abscissenachse liegt. Wenn die 
Kurve HP die Abscissenachse schneidet, so liefert die Formel I) 
nicht die arithmetische, sonders^ die algebraische Summe der 
einzelnen, über und unter der Abscissenachse liegenden Flächen- 
stücke. Um die arithmetische Summe derselben zu finden, muss 
man die einzelnen Stücke einzeln berechnen und dabei von den 
verschiedenen Vorzeichen abstrahieren. 
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Erleidet die Kurve HP eine Unterbrechung der Kontinuität, 
so besteht die Fläche aus getrennten Teilen, welche einzeln qua- 
driert werden müssen. 

Wenn jeder Abscisse OM =^ x zwei Ordinaten MP^ = y^ und 
JlfPj = y2>yij also a^ch der Abscisse OG die beiden Ordinaten 
GH^ und GH^>GH^ entsprechen, so ist die Fläche des gemischt- 
linigen Vierecks H^^H^P^P^ 

XXX 

3) V^fy^ dx - fy^ dx - J{y^ - y^ dx. 

Xo «o «o 

Im Fall nicht inmier yf^^y^ bleibt, schneiden sich die Kurven 
H^Pi und H^P^ in einem oder mehreren Punkten; die Fläche be- 
steht dann aus zwei oder mehr Stücken, welche einzeln quadriert 
werden müssen. 

Die Fläche des Sectors HOP^ welche S heissen möge, ergiebt 
sich mittels der Formel 

wobei hinsichtlich der Werte von rc, y, dx^ dy dieselben Be- 
merkungen gelten wie für die Formel 1). 

Für X = r cos Qj y =^r sind^ d. h. bei Gebrauch von Polar- 
koordinaten wird aus dür Formel 4) 

5) S^\fr^dd', 

So 

dabei hat man entweder r durch ö, oder 9 mithin auch dd durch r, 
oder r und ö durch eine dritte unabhängige Variable auszudrücken. 

Erleidet die Kurve BjP eine Unterbrechung der Kontinuität, 
so besteht der Sektor HOP aus mehreren Teilen, welche einzeln 
berechnet werden müssen. 

Wenn jedem .Polarwinkel zwei Radienvektoren OP^^r^ und 
OjP2=^**2>^i entsprechen, so schliessen die Anfangs- und End- 
vektoren mit deii beiden Kurven ein ßingstück ein, desseii Fläche ist 

6) 2? = \j4d6t - i/rf ef 8 =i/(r| - ,») dd: 

^0 Sq 00 

Falls sich die bilden KmYen' üi einem odefr mehreren Punkten 
sehneiden, zetfällt B in' zwei' oder mctoörö Teüe, welöhfe*^ eiriieln zu 
berechnen sind. 
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'Bßißpißle, 1. Parabolische Earven. Wenn die Gleichnng 
der Kurve ist 

so tmterscheide man die drei Fälle w> — 1, w = — 1, w»<— I. 
Im erst^ Falle beträgt die über der Abscisse x stehende Fläche 
den (m + l)^ Tfil des Kechtecks ans Abscisse und Ordinate. Für 
m ™» — 1 kommt inan. auf die Quadratur der gleichseitigen Hyperbel 
(vgl. Nr. 6). Im Falle i» < — 1 kann man die Fläche nicht von 
0? = ab rechnen, weil sie Qonst unendlich gross werden würde; 
nimmt man dagegen die der positiven Abscisse a entsprechende 
Ordinate als feste Ordinate, so ist 

/«m-f 1 — a^^+i 
77« - Z 

Die von i» == a bis o? «= oo reichende Fläche besitzt hier einen 
endlichen Wert. 

2. Die Fläche zwischen der Parabel y*= 2px und ihrer Evolute 

8 (x-pY 



y^ 



ist 



88y2 



27 



15 



3. Die Ellipse. (Fig. 2.) Die über der Abscisse OL ^ x 
stehende Fläche ist 



Z7=i( 



xy + ah aresin 



a/ 



Fig. 8. 



Für den Sektor Ä OP == 8 ergiebt sich durch 
Einfohrung des Winkels AOM ^ cd 

8 



\ahc 



was einen leicht erkennbaren geometrischen 
Sinn hat. 




AX 



4. Die den Ellipsen 



0^ y^ 



= 1 und 



b^ "^ a^ 



gemeinsame Fläche ist 4: ah arctan 
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Fig. 8. 



5. Die Hyperbel. Wird OL = ä, LF «= y und die Fläche 
ALP^Ü gesetzt, so ist (Fig. 3) 

r7=i{.,-«6j(^ + f)). 

Für den Sektor ÄOP ^ S ergiebt sich 
durch EinfQhrung des Winkels ÄOM == cd 

fif =« y «6 ? tan {\7t + \ ca). 




'S X 6. Hyperbel, deren Gleichung auf 

die Asymptoten bezogen 



ist. Da sin w = 
liegende Fläche 



2ah 



2? so ist die zwischen den Abscissen x^ und x 



X 

U = sin 03 I y dx ^ \ ahl ( — )• 



Bei der gleichseitigen Hyperbel ist für a « 6 = ^2, ay^ == 1, U =^lx. 



0" 
2 «,2 



7. Die gemeinsame Fläche der Ellipse "ö + Ti "^ ^ ^"^^ ^®^ 



6? 



konfokalen Hyperbel -^ — ts =* 1? wobei 



ist: 



6f « a| + 6| == c^ 



2a^\arccos ^ — 2a2&2?( ^^ = 2aifeiarctow-^ — ^<hh^\\/ ^ _^ ]' 

8. Bestimmung der Ellipsenfläche aus der allgemeinen 
Ellipsengleichung. Wenn C' — AB < ist, lautet die all- 
gemeine Ellipsengleichung: 

Äx^+By^+ 2Gxy + 2I)x + 2Ey + F^0; 

löst man dieselbe nach y auf und benutzt die Abkürzungen 

I?-BF=^L, CE-BD=-M, ÄB-C^^N, 

so erhält man zwei Werte von y, deren Differenz beträgt 



y^ - y^^^VL+2Mx^NxK 
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Diese verschwindet, wenn x einen der beiden Werte 

m-Ym^ + ln m + Vm^+ln 
^1 N ' ^«^ JT- — 

bekommt; die zugehörigen Ordinaten berühren dann die Kurve. 
Die Fläche eines mondförmigen, mit x "^^ x^ anfangenden Ellipsen- 
abschnitts ergiebt sich aus der Gleichung 

2 



CT - - fyL+2Mx-Nx^' dx. 



Setzt man nachher x ^^ x^^ so erhält man als gesamte Ellipsenfläche 

bYn^ 

oder zufolge der Werte von L, M^ N 

AI?+ BB^- 2CDE - (AB - C^)F 

Sl = 7t 7===r 

y(ÄB - (?f 

9. Parabolische Segmente. Es bezeichne p den Abstand 
einer Geraden vom Koordinatenanfange, a den Kosinus, ß den Sinus 
des Winkels zwischen p und der o;- Achse; die Gerade, welche unter 
diesen Voraussetzungen durch die Gleichung 

ax + ßy=p 
dargestellt wird, schneide die Parabel 

x^^ 2cy 
in den Punkten P und §; es ist dann die Sehne 

^~" ß^ ^' 

Erteilt man dem p den speziellen Wert 

ccc^ 

-w 

der mit h bezeichnet werden möge, so zieht sich die Sehne PQ 
auf einen Punkt B zusammen, in welchem die Parabeltangente 
parallel zu PQ liegt. Die Fläche S des mondförmigen Segments 
PQB ist nun, wenn p als Abscisse und PQ als zugehörige 
Ordinatendifferenz betrachtet wird. 



S-fpQ.,p-iY,e{t^)- 
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Das erhaltene Resultat gewinnt eine sehr einfache Gestalt, 
wenn der Piinkt T eingef&hrt wird, in welchem sich die durch F 
^uid Q gehenden Paraheltangenten schneiden, welcher also den Pol 
f&r die Polare PQ darstellt. Sind u und v die auf das ursprüng- 
liche System der x und y bezogenen Koordinaten von T, so ist die 
Gleichung der Polare 

ux — cy '^ cv] 

diese muss identisch mit der Gleichung ax + ßy ^^p sein, und 

daraus folgen die Relationen 

a u ß _^ 1 pu^ p p — h^u^—2cv 

p cv p V 2cv V ß 2c 

Hiemach ist , 

^ , y{u'^2cvY 

• c 

oder, wenn v^ die Ordinate des Punktes JB bezeichnet. 



Daran knüpft sich der Satz: Beschreibt der Pol T eine Parabel, 
welche der ursprünglichen Parabel kongruent ist und deren Scheitel 
um h tiefer liegt als der Scheitel der ersten, so bleibt die Fläche 
des Segments FQB konstant « ^-/ScF. 

10. Elliptische Segmente. Unter Beibehaltung der Be- 
deutungen von Uy ß^ p und h findet man zunächst, dass die Gerade 
ax + ßy =-p und die Ellipse 

Ax^+By^=l 
zwei Punkte P und Q gemein haben, deren Entfernung 



ist, und wobei h denjenigen Spezialwert von p bezeichnet, für 
welchen ^ und Q in einen Punkt B zusammenfaUen. Die Fläche S 
des Segments PQB ist hiemach 

S = -fpQ äp^:^ [arccos I - IjA^ 

Bezeichnen w, t; die ursprünglichen Koordinaten des Pols T, 
welcher der Polare PQ entspricht, so muss die Gleichung ccx + ßy=^p 
identisch mit der Polarengleichung 
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Äux + Bvy ^1 



sein, und dai:au8 folgt 

P 



Ä Yäü^+Bv^ 

Es sei femer r = Yu^+v^ der Badiasvektor des Poles T und r, 
der Radiusvektor von Jß; dann ist 



und schliesslich, wenn a und & die Halbachsen der Ellipse bedeuten, 



Hieran knüpft sich der Satz: wenn der Pol T auf einer 
Ellipse fortrückt, die aus den Halbachsen /la, ^h konstruiert, 
mithin der ursprünglichen Ellipse ähnlich und konzentrisch ist, so 
behält S den konstanten Wert 

ah [ arccos (i — (lYl — fi* } • 

11. Hyperbolische Segmente. Lässt man in der vorigen 
Untersuchung — 5 an die Stelle von B treten, so erhält man 

und schliesslich, wenn die Badienvektoren von T und B mit r und r^ 
bezeichnet werden. 

Hieran Imüpffc sich ein ähnlicher Satz wie vorhin, wobei nur 
zu beachten ist, dass P und Q auf demselben Hyperbelzweige, 
mithin der Pol T zwischen der gegebenen Hyperbel und deren 
Asymptote liegen muss. 

12. Die Gleichung der gegebenen Kurve sei {vergl. Tl. I, S. 94 

Nr. 7) 
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Bei der Quadratur desjenigen Zweiges (Fig. 4), der nach unten 
konvex gekrünunt ist und an der Stelle x '^ Sa vom NegatiYen 
zum Positiven übergeht, sind die Fälle x ^Sa und x^^a 
zu unterscheideu« Für x < Sa ist die von o: =- bis zum Ende 
des X gerechnete Fläche negativ und zwar 

Fig. 4. Fig. 5. 




u 



2aj(; 



X — ba)-m fx 



woraus sich z. B. als absolute Mäche des von der ganzen Kurve 
gebildeten Blattes der Wert 



ergiebt. Im Falle x> Sa hat die von x ^ Sa bis zum Endpunkte 
des X gerechnete Fläche den Inhalt 



U 



4}/3 3 2x(x — 5a) -j/x 
5 15 y a 



welcher Wert zu verdoppeln ist, wenn man die untere Fläche des 
zweiten Kurvenzweiges im absoluten Sinne hinzuninunt. 

Für a? = 5a entsteht ein Abschnitt von gleicher Grösse wie 
das vorher erwähnte Blatt. 

13. Das Cartesianische Blatt. Die Kurve (Fig. 5) hat 
die Gleichung 

a — X 



y^==x^ 



a + Sx 
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Die vom Eoordinatenanfang gerechnete Fläclie ist 



Der Inhalt des Blattes ist also ya^; ebenso gross ist die Fläche 
zwischen der Kurve und ihrer Asymptote. 

14. Die schleifenähnliche Kurve vierten Grades (vergl. Tl. I, 
S. 95, Nr. 9) 

lässt sich wie die beiden vorigen Kurven algebraisch quadrieren; 
über der Abscisse x ist die Fläche 

•#3\ 



.-x„.(:_g). 



Die Gesamtfläche der Kurve beträgt ya*. 

15. Bei der Kurve 

ist die über der Strecke x — a stehende Fläche 

xy 

ü = xy — ab. arctan -— 

ao 

oder wenn 

X ^ asecG)^ mithin y ^^h sinto 

gesetzt wird, 

CT« ah (tan 0} — co). 

16. Die schleifenförmige Kurve 

2 ^a — X 
a + X 
hat über der Abscisse x die Fläche 



ü « a*— Y(2a — x) Ya^ — rc* — ya^arc^tw — ; 

der Inhalt der Schleife ist 2a*— yTra^; die Fläche zwischen der 
Kurve und ihrer Asymptote 2a*+y7i;a^ 

17. In der Kurve 

ist die über der Abscisse x stehende Fläche 

^ 1 ^lx(ba^—2x^) ^y = . „ , x] 

U-^^ahl-^ lya^^x^+ 3 aresin -[- 

Die Gesamtfläche der Kurve beträgt ^nah. 
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18. Verlegt man in der. auf S. 95 des I. Teils uni^r Nr. 9 
betrachteten Kurve den Koordinatenanfang nach der Spitze A^ so 
erhält man als Gleichung der Kurve (Fig. 6) 

aV= x^(2ax — x^) 
und für die über der Abscisse ÄL ^ x stehende Mäche 

-X (a + x)(3a — 2x) , 

i 60 



-y2ax — xK 



Für die Fläche, deren Basis die Abscisse des oberen Kulmi- 
nationspunktes X'^Y^ ist, folgt hieraus der Wert yjca*; der ge- 



Fig. 6. 



Fig. 7. 




samte Flächeninhalt der Kurve ist gleich der Fläche des erzeugenden 
Kreises. 

19. Die Gissoide. Die Gleichung 
{2a-x)y^=x^ 
liefert für die über der Abscisse x stehende Fläche den Inhalt 



?7 •= -|- a* arccos '■ -|- (3a + a?) y2ax — x^. 

Der gesamte, zwischen der Kurve und ihrer Asymptote liegende 
Flächenraum beträgt das Dreifache von der Fläche des erzeugenden 
Kreises. 

20. Über AB=2a als Durchmesser (Fig. 7) ist ein Kreis 
beschrieben und senkrecht zu AB eine Gerade DE in. der Ent- 
fernung BD = h gezogen; irgend ein Punkt M der Kreisperipherie 
wird einerseits auf AB projiziert, andererseits mit B durch die 
Gerade MB verbunden, welche DE in N schneidet, endlich sei 
LP = DN. Alle so konstruierten Punkte P liegen in einer Kurve, 
welche für AL ^ x^ LP^y durch die Gleichung 



»-"lA^ 



oder wenn LACM *» ca gesetzt wird, durch die beiden Gleichungen 
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a; = a (1 — - CO* (ö), y ^h tan ^ to 
ausgedrückt werden kann. (Die in Tl. I, S. 97 unter Nr. 11 be- 
frachtete Kurve stellt hiervon den speziellen Fall h ^ 2a dar.) Die 
über der Abscisse x stehende Fläche ist 

Cr= afe(ö} — sifKoi) 
und steht in konstantem Verhältnisse zu dem Kreisabschnitte ÄQMÄ. 

Fig. 8. Fig. 9. 

rl 





M S^A X 



Die gesamte, zwischen der Knrve nnd ihrer Asymptote enthaltene 
Fläche beträgt 2nah, 

21. Es sei die in Tl. I, S. 98 unter Nr. 12 betrachtete Kurviö 
(Astroide) (Fig, 8) zu quadrieren, deren Gleichung ist 

1- 1. -2. 
x^+y^^a^. 

Benutzt man in dem Integrale für CT" die Substitution x = |*, 
so findet man als Fläche über der Abscisse x 

U = M3a^arcsin'Y--x^\2x^-SaVU^ 

und die Gesamtfläche ^^na^. 

Eleganter gestaltet sich die Quadratur, wenn man 
X =- acos^i\)^ y "^ a sin^^ 
setzt, wobei t^ — LAOQ ist. Die Fläche des Sektors, der von 0-4, 
dem Radiusvektor OF und der Kurve begrenzt wird, ist dann 
8^^ a* (4t p — ' sin 4 1^). 
Dasselbe Verfahren passt auch auf die Evolute der Ellipse. 

22. Auf einer Geraden sind zwei feste Punkte Ä und B ge- 
geben (Fig. 9) und mit einem verändeiKchöii Punkte P geratflinig 
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yerbnndeii; fOr den Fall, dass zwischen den nach derselben Drehungs- 
richtnng gerechneten Winkeln BAF = ip und DBF » t^ die Be- 
ziehring ^ — 89) stattfindet, ist der geometrische Ort des Punktes P 
eine Kurve dritten Grades, deren Oleichnng lautet 



»-±(fc+«^)i/y. 



hierbei ist AB ^^ c gesetzt, der Mittelpunkt C von AB zum Koor- 
dinatenanfange nnd CD zur Abscissenachse genonunen. Die Eurre 
besitzt eine vertikale Asymptote in der Entfernung CE »» — c und 
schneidet die Abscissenachse in zwei Punkten A und D, deren Ab- 
scissen sind CA = — y c und CB »= + c. Für CI£ = x ist der 
Inhalt der über der Basis c — aj = MB stehenden Fläche MBF 



Die von der Kurve gebildete Schlinge umschliesst den Flächen- 
raum 

3l/3. 



8 



c«; 



ebenso gross ist auch die Fläche zwischen der Asymptote und den 
beiden von A aus nach der Asymptote zu laufenden unendlichen 
Zweigen der Kurve. 

23. Die logarithmische Linie. In der Kurve 

X 

ist die über der Abscisse x stehende Fläche 

XJ = aiye^— 1) « a (y — fe). 

Die von aj « bis a? = — 00 reichende Fläche hat die endliche 
Grösse ah, 

24. Die Gewölblinie. Aus der Gleichung 

ergiebt sich für die über der Abscisse x stehende Fläche 
wonach U leicht zu konstruieren ist. 



§ 11. Die Quadratur ebener Kurven. 



95 



25. Die Traktorie der Geraden. Beachtet man, dass aus 
der Gleichung der Kurve, nämlich 



fa + Ya^-y^ 



folgt 






dx ^= —- 



1^^ 



^y. 



so erhält man für die mit a; = und y==a beginnende Fläche (Fig. 10) 

CT »= Y I a^ arccos y j/a^ — y^ \ ; 

dieselbe ist demnach gleich der Fläche ÄNQÄ in dem mit dem 
Radius 0-4. = a beschriebenen Kreise. Die Gesamtfläche der Kurve 
konmit der Fläche des erwähnten Kreises gleich. 



Fig 10. 



JTlg. 11. 





26. Die Cykloide. Bezeichnet oa den Wälzungswinkel, so ist. 
(TU, S. 116, Nr. 14) 

oj = fc (a> — 5m co), y ^b(l— coso)) 

und hieraus folgt für die über der Abscisse x stehende Fläche 

CT" = Y 6^(300 — 4:smci) + sinco cos w). 

Der Flächeninhalt der ganzen Cykloide beträgt demnach daa 
Dreifache vom Flächeninhalte des erzeugenden Kreises. 

27. Die Epicykloide und die Hypocykloide. Vertauscht 
man in den auf S. 120 des I. Tis. angegebenen Gleichungen x und 
y gegeneinander, so dass nunmehr OJ. die Abscissenachse ist, so< 
hat man als Gleichungen der Kurve (Fig. 11) 
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/ I i.\ ^^ j. (a+h)(o 

X ^ (a + o)cos ocos — > 

^ ^ a a 

y = (a + o) ^n osm — ? 

^ ^ a a 

und hieraus findet sich als Fläche des zwischen OA und OF ent- 
haltenen Sektors 

S «= -^^ ^ ^— (g> — sin (ö). 

2a ^ ^ 

Dieselbe steht in konstantem Verhältnis zu dem zwischen der 
Sehne NP und dem Bogen NP liegenden Abschnitte des rollenden 
Kreises. Für w = 2xc wird der Sektor gleich einer gewissen Kreis- 
fläche. 

Nimmt man h und co gleichzeitig negativ, so erhält man die 
entsprechende Formel für die Hypocykloide. 

28. Spiralen, deren Gleichungen unter der Form 
r = a6"*, w ^ — -|- 
enthalten sind, liefern 

'^ « "^ 2m + 1 

Im Falle w > — y kann man den Sektor von 0q = an rechnen, 
fOr m < — Y nimmt man am zweckmässigsten die Fläche von 
0Q = 1 an. 



Hiemach ist für die Spirale des Archimedes: 

,2 



fOr die parabolische Spirale: 



r» = 



für die hyperbolische Spirale: 

"^ d ^ 2V dJ 2 

Die gesamte, von 6q= 1 bis == oo reichende Fläche ist hier 
von endlicher Grösse = -|-a^ 

Für den Ausnahmefall w == — y, welcher der reziproken 
parabolischen Spirale entspricht, örgiebt sich 

wobei der Sektor von 0q = 1 an gerechnet ist. 
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29. Die logarithmische Spirale. Aus der Glekhung 

ergiebt sich für den von 0q = an gerechneten Sektor 



^ß 



^ß 



• oo reichende Fläche hat die Grösse — r- 

4/5 

Pig. 12. 




Die vonö^j^Ohise^- 
SO. Die Kardioide 
(Fig. 12). DiePolargleichung 

r = 2a(l + cos0) 
fahrt zu der Formel 
ß^a\^e + 4Lsine 
+ sind cosO)^ 
wobei der Sektor von Oq^O 
an gerechnet ist. Die Ge- 
samtfläche der Kurve beträgt \ / 

das Sechsfache des erzengen- ^"^— -'' 

den Kreises. 

31. Die Lemniskate. Aus der Polargleichung 

r^ *= a* cos 2 6 
folgt, wenn der Sektor von 0o = an gerechnet wird, 

S^j^a^sm2d, 
was sich einlach konstruieren lasst. Die Gesamtfläche der Kurve 
ist gleich dem Quadrate über der Halbachse a. 

32. Die Fusspunktkurve der Ellipse. Für den von 0o=^^ 
an gerechneten Sektor der Kurve 



findet man 



r^=a^cos^e + h^sin^e 



die Gesamtfläche der Kurve konmit der Fläche eines mit dem Eadius 
l/y(a^-}- fe*) beschriebenen Kreises gleich. 

33. Projiziert man den Mittelpunkt einer aus den Halbachsen 
a und h konstruierten Ellipse auf alle Normalen der letzteren, so 
bilden die erhaltenen Fusspunkte eine Kurve, deren Gleichung ist 

(a^ —h^) sind cos 

S oh 10 milch, Übungsbuch n. 4. Aufl. 7 
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der von Oq ^ ^ *^ gerechnete Sektor besitzt den Inhalt 

Ä = -|-{(a«+ fe2) 20 + (o2_ fe2) s^2e}-^aräan[^ tan b). 

Bezeichnen iSj,Ä2,/S'3 die drei Sektoren der Ellipse, der Tangenten- 
fosspunktkurve (Nr. 32) und der soeben besprochenen Kurve, so 
findet die Relation 8^ = 8^— ä^ statt. 

34. Der geometrische Ort des Endpunktes der Polamormale der 
Ellipse wird durch folgende Gleichung bestimmt (T1.I, S. 131, Aufg. 6): 

3 a^h\a^-b^ycos^dsm^d 
^ " (a^cos^e + h^sin^ey ' 
für den von Oq'= an gerechneten Sektor ergiebt sich hieraus 
^ (a^-h^il _^ {h ^ ^\ (a^cos^e - hhm^O) cos d sind] 
16 [ab \a / {a^ cos^u + h^ sm^Oy J 

Der Gesamtflächeninhalt der Kurve ist 
7^ (a^-h^ 
8 * ab ' 

35. Die Kreisevolvente. Aus den Gleichungen 

r = a|/l + G)^, = 0) — ardan co 
erhält man für die von o = an gerechnete Sektorenfläche 

dieselbe kann als der dritte Teil einer gewissen Dreiecksfläche be- 
trachtet werden. 

36. Die Trakt orie des Kreises. Die Gleichungen 

r = , 1 = CO — arctan co 

liefern für die mit w = beginnende Sektorenfläche 

S '^ j^a^ { ardan co — — - — ^ j = -1- [(a* — r^ co — a*0], 

was sich mittels zweier Kreissektoren konstruieren lässt. 

37. Durch die beiden Gleichungen 

a; = a [(1 — oo^) C05 co + 2co sin co — 1], 

3/ = a [(1 — co^) sin CO — 2 G) cos co] 

wird eine vom Koordinatenanfange ausgehende Spirale charakterisiert; 

dabei ist 

xdy — ydx = o^co^(l + cö^)dco, 

mithin die Fläche des von co = an gerechneten Sektors 



oder auch 
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^l/5E3, 



30 
wobei Q don Erümmungshalbinesser bezeichnet. 

38. In eine gegebene Parabel ist eine Gerade von konstanter 
Länge als Sehne eingetragen, und bei jeder ihrer unendlich vielen 
möglichen Lagen sind durch ihre Endpunkte Tangenten an die Parabel 
gelegt; man sucht die vom Durchschnittspunkte der Tangenten be- 
schriebene Kurve und deren Fläche. 

Ist in Beziehung auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem 

^ 2h 
die Gleichung der Parabel, TnithiTi 

die Gleichung der Tangente im Punkte xy^ bezeichnen femer Xq^ y^ 
rmd x^^ yi die Koordinaten der Endpunkte der konstanten Sehne 
2c, I und ri die Koordinaten des Tangentendurchschnittes, so müssen 
folgende fOnf Bedingungen erfüllt sein: 

«) ^(^ — %) = «o(S - ^o)i ^{V - yi) ^ ^1 (I - ^i)i 
ß) 2Ä3fo=Vi 2hy, = x^\ 

Aus den Gleichungen |3) erhält man mit Bücksicht auf o) 

2 ~^' 
femer, wenn hierzu die Gleichung y) genommen wird, 
Xq — x^ h 

diese Gleichungen liefern Xq^x^^ und nachher geben die Gleichungen a) 

'^'^2h 2(h^+f) 
oder, wenn der Koordinatenanfang um — abwärts verschoben wird, 



2Ä^2Ä 2(Ä»+S«) 
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Die Fläche zwischen dieser Kurve und der Parabel beträgt, von 
I — an gerechnet, 

Z7=« \rt^arctan — • 

Die gesamte, zwischen der Ortskorve und de): Parabel ent- 
haltene Fläche ist -» yrrc^, also unabhängig yom Parameter der 
Parabel und gleich der Fläche des über 2o als Durchmesser be- 
schriebenen Halbkreises. 

89. In eine Ellipse ist eine Gerade von der konstanten Länge 
2o als Sehne eingetragen, und bei jeder ihrer möglichen Lagen sind 
durch ihre Endpunkte Tangenten an die Ellipse gelegt; num sacht 
die vom Durchschnittspunkte der Tangenten beschriebene Kurve und 
deren Fläche. 

Bezeichnet man ebenso wie in der vorigen Angabe, schreibt 

als Gleichung der Ellipse Ax^ + By^ = 1 und setzt -g- « (7, so sind 
folgende fttnf Bedingungen zu erfüllen: 

a) J.Xo5 + By^ri =1, Ax^l + By^ii\ « 1, 

Die Differenz der Gleichungen a) giebt mit y) zusammen 

ö) ^0-^1-^.^^^,^, _^^,^,^' yo yi- y^c(AH^+BU^)' 

ferner erhält man aus der Differenz der Gleichungen ß) 

^(^o + ^i)"^ yo-yi 

oder, wenn rechter Hand die Werte in 6) benutzt werden, 

vi^o+ ^i) - ^iyo + yi) - ^' 

Ninmit man hierzu die Summe der Gleichungen a), nämlich 

^iK + ^i) +^viyt> + yi) = 2, 

so hat man zwei Gleichungen mit den Unbekannten Xq + x^ und 
% + 3^1 5 "^ letztere findet man 



§11. Die Quadratur ebener Kurven. 101 

Ans den' GKeiehmigen d) und e) erhlklt maxi die Werte von 
Xq und ^Q, die man nnr in die erste der Gleichungen a) zu sub- 
stituieren braucht, um die gesuchte Gleichung zwischen J und ri zu 
erhalten, nämlich 

Setzt man 



w 



r 



&■«' 



und . fährt Folarkoordinaten ein mittels der gewöhnlichen Substitu-^ 
tionen § «» ^cos0, ry = qsin^^ so erhält man 



cos^^ sin^d h^— c^ cos^d a^— c^ sin^d 
oder kurz 

wobei r den zum Polarwinkel ö gehörenden Radiusvektor der ge- 
gebenen Ellipse, r^ dagegen den zum nämlichen Polarwinkel gehörenden 
Vektor eines Hilfskegelschnittes bedeutet. Für c < fe ist dieser Hilfs- 
kegelschnitt eine Ellipse mit den Halbachsen 

ao , bc 



1 - /r» 9 1 - / 9 2 

c 



■[/6^^^2 1 y^^r 



für c = b wird derselbe zu zwei Geraden, die in den Entfernungen 
± = parallel zur Abscissenachse liegen und die Asymptoten 

der Ortskurve bilden; für c > fe (aber c<^d) geht der Hilfskegel- 
sebnitt in eine Hyperbel über, deren Asymptoten zugleich Asymptoten 
der Ortskurve sind. Nach diesen Bemerkungen ffthrt die Gleichung 
Q = yf^+r^ zu einer leichten Konstruktion der gesuchten Kurve. 
Bezeichnet 8 den mit ö = anfangenden Sektor der gegebenen 
Ellipse, 8^ den Sektor des Hilfskegelschnittes und Z den Sektor der 
Ortskurve, so ist immer 

Z^8 + 8^. 

Die gesamte, zwischen der Ortskurve und dem Hilfskegelschnitte 
enthaltene Fläche kommt der Ellipsenfläche gleich. 

40. In eine Hyperbel ist eine Gerade von der konstanten Länge 
2 c als Sehne eingetragen und bei jeder ihrer möglichen Lagen sind 
dtirch ihre Endpunkte Tangenten an die Hyperbel gelegt; man sucht 
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die vom Dnrchschnittspnnkte der Tangenten beschriebene Kurve und 
deren Fläche. 

Als Polargleichung der Ortsknrve ergiebt sich 
1 1 



9 



2_ 






* ,2 + ^« ' ^2 



oder 



worin r den Eadinsvektor der gegebenen Hyperbel, r^ den Vektor 
eines Hilfskegelschnittes bedeutet. Letzterer ist für c <Ca eine aus 
den Halbachsen 



«1 = 



ac 



Yh^+c^ 



h- 



bc 



Ya^-c^ 



konstruierte Ellipse, die in dem speziellen Falle a>5, c^^Ya^ — h* 

Fig. 18. ^ , Fig. 14. 

T 





zu einem Kreise wird. Für c = a besteht der Hilfskegelschnitt aus 

zwei Geraden, die in den Entfernungen ± — p= parallel zur 

Ya^--b^ 
Ordinatenachse liegen; für c"^ a wird er zu einer Hyperbel. In 

jedem Falle sind die Asymptoten der ursprünglichen Hyperbel zu- 
gleich Asymptoten der Ortskurve. 

Zwischen den Sektoren 5, S^^ 2 der gegebenen Hyperbel des 
Hilfskegelschnittes und der Ortskurve besteht die Relation 

2 = 8-8^. 

Im Falle c < a ist die gesamte zwischen der Hyperbel und 
der Ortskurve liegende Flachse von endlicher Grösse und lässt sich 
durch einen Kreissektor darstellen. 

41. Näherungsweise Quadratur einer Mondsichel. Auf 
einer gegebenen Kurve (Fig. 13) mögen zwei Punkte P und Q will- 
kürlich, aber so gewählt sein, dass der Bogen PQ keinen aus- 
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gezeichneten Punkt enthält; man verlangt einen Näherungswert für 
die Fläche der Mondsichel, welche von der Sehne PQ und dem 
Bogen PQ begrenzt wird. 

Durch die Punkte P und Q denke man sich an die Kurve 
Tangenten gelegt, die sich in T schneiden mögen; die Projektion 
von P auf QT heisse P', und dem analog sei Q' die Projektion 
von Q auf PT, Nimmt man P zum Anfange und die Tangente PT 
zur Abscissenachse eines rechtwinkligen Koordinatensystems und setzt 
PQ^ = x^ Q'Q '= y = g>(p(^)j so hat man für die Fläche der Sichel 

X 

S ^ -|-ajg?(aj) — f<p(x)dx, 



Es werde nun x so klein gewählt, dass sich q>(x) mittels des 
Mac-Laurinschen Satzes entwickeln lässt; da zufolge des gewählten 
Koordinatensystemes 9(0) = und zugleich <jp'(0) = ist, so hat 
die Entwicklung von q)(x) die Form 

(p(x)^Äx^ + Bx^'\'Cx^+'" 

und es folgt hieraus 

S^^Äx'+j^Bx'+^^Cx'+''' 

Andererseits ist die Fläche des Dreiecks PQT 



+!'-?iK">- 



oder vermöge der für (p(x) angegebenen Reihe 

Der Vergleich der Formeln für S und J führt zu der Relation 

* >^ 120^ * +• , 

bei sehr kleinen x ist also die Mondsichel nahezu gleich zwei Dritt- 
teilen des umschriebenen Dreiecks PQT, Dieser Satz lässt sich 
bei manchen graphischen Arbeiten mit Vorteil benutzen. 

§12. 
VerzniBohte Aufgaben über Quadratoren. 

I. Auf der Abscissenachse hat man eine Reihe gleicher Strecken 
MM^ = NN^ . . . == Ä abgeschnitten (Fig. 14, S. 102) und darüber die 
Flächen MM^P^P^ NN^Q^Q u. s. w. konstruiert, die von einer durch 
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die Grleiehmig y » fix) bestimmten Kurve begrenzt werden; man sucht 
die grösste oder kleinste dieser Fl&ohen. 
Wenn für den Augenblick 

Jf{x) dx = F{x) + Const, 

gesetzt wird,, so ist F{x + ä) — F{qc) zn einem Maximum oder 
Minimum zu machen; hieraus folgt 

F\x + h)-F\x)^0 oder f{x + h)^f{x), 

ein Maximum oder Minimum kann also nur dann eintreten, wenn 
die Ordinaten MP und M^P^ gleich sind* 

Beispiele. 1. Für die Kurve 

ll^y « a^x — x^ 
ergiebt sich 

imd zwar entspricht diesem Werte das Maximum des FläcbeE^ 
Streifens MM^P^P, falls h<2a ist. 

2. Für die Kurve 

h^x 
^^ a?+x^ 

erhält man, dem Maximum des Flächenstreifens entsprecl^end. 



x^\{X^c^+f^-h). 
3. Für die Kurve 

X 

y =- X — he^ 
ist 



_ f ax 1 h 

l&(e*— 1)1 a 



und zwar entspricht diesem Werte das Maximum des Flächenstreifens. 

n. Wie bei der vorigen Aufgabe sei MM^ = NNj^ . . . konstant 
= Ä; man verlangt dasjenige x, bei welchem der zwischen dem 
Bogen PP^ und der zugehörigen Sehne enthaltene mondfÖrmige Ab- 
schnitt die grösste oder kleinste Fläche besitzt. 

Das Maximum oder Minimum des Segments 

^hlf(x + h) + f(x)] - [F{x + Ä) - Fix)-] 
tritt ein, wenn die Bedingung 
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fix + h)^ f{x) f\x + h) + f\x) 
h 2 

erfallt ist. Bezeichnet man mit a den Winkel zwischen der Sehne 
PP^ und der Abscissenaehse, mit t und r^ die Winkel, welche die 
Tangenten in F und F^ mit der o;- Achse bilden, so kann man die 
vorstehende Bedingung in der einfachen Form darstellen 
tana ^ j^ (tan x + tan Tj). 
Beispiel. Die Gleichung der Kurve sei 

es ergiebt sich dann 

und zwar entspricht diesem Werte da« Minimum des Segments. 

in. Unter allen in einer gegebenen Kurve ^^^' ^^• 

möglichen Sektoren FOF^^ deren Centriwinkel 
POF^ konstant =* y ist, soll der an Fläche 
grösste oder kleinste Sektor bestimmt werden 
(Fig. 15). 

Das MaxLmiim oder Minimum tritt ein, 
wenn die einsehliessenden Radiusvektoren OF^^r o^ 
und OF^=^r^^ absolut genonmien von gleicher Grösse sind. 

Beispiel. In der Kurve 

erhält der Sektor seinen Minimalwert für 




0-=i(>y+4-y). 

IV. Unter allen, demselben Centriwinkel y entsprechenden, von 
dem Bogen FF^ und der zugehör^en Sehne begrenzten Segmenten 
soll das an Fläche- grösste oder kleinste bestimmt werden. 

Das Maximum oder Minimum tritt ein, wenn die Bedingung. 

erfüUt ist. 

Beispiel. Für die reziproke parabolische Spirale erhält man 

nnd zwar entspricht diesem Werte das Minimnm des Segments. 
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y. In einer Kurve sind Seimen so gelegt, dass durch sie niond- 
förmige Kurvensegmente von gleicher Fläche abgeschnitten werden; 
man sucht die Einhüllende jener Sehnen. 

In Beziehung auf rechtwinklige Koordinaten sei y = f{x) die 
Gleichung der Kurve und zur Abkürzung 

Jf{x) dx « F{x) + Constr, 

femer mögen p und q die Abscissen der beiden Kurvenpunkte be- 
zeichnen, durch welche die Sehne geht, endlich sei c* die Fläche 
des abgeschnittenen Segments; als Gleichung der Sehne hat man 

(« - Pjy - [fd) - f(p)] X » qf(p) - pfiq), 

und dabei sind p und q an die Bedingung gebunden 

i(2 -P){m + fip)] -{F(q) -F(p)] = cK 

Differenziert man diese Gleichungen, indem man q als abhängig von 

p betrachtet, und eliminiert aus den vier vorhandenen Gleidiungen 

dq 
p, q und —-1 so erhält man die Gleichung der Einhüllenden. 
dp 

Beispiele. 1. Nimmt man als Gleichung der Parabel 

X 

so werden die obigen zwei Gleichungen zu den folgenden 
(p + q)x — ay^pq, (g-i>)*=6ac^ 

und aus ihnen ergiebt sich 

x^ 
a 

wobei alle Segmente demjenigen Segmente gleichkommen, welches 
die Gerade y ^h von der ursprünglichen Parabel abschneidet. 

2. Bei der Ellipse ist es zweckmässig 

p = asincp^ f(p) =^hcosq> 

q^ asin i^, /"(g) = 'bcos'^ 

zu setzen; man findet dann leicht, dass die Einhüllende eine der 
ursprünglichen Ellipse ähnliche Ellipse ist. 

Für die Hyperbel gilt ein analoger Satz. 
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3. Die gegebene Kurve sei eine Parabel dritten Grades, nämlich 



X = 



,2' 



die zwei Anfangsgleicbungen sind dann 

{p^ + pa + «0^ — »*y = (P + ^)i>3, 
{^ — py {a + P) -^ ^o?c\ 

Aus der Vergleichung der hiemacli berechneten Werte von 



erhält man 



dq 

dp 

p + q=^2x, 

nachher p, q und schliesslich als Gleichung der Einhüllenden 

y^^ + Vh^, 

wobei h zur Abkürzung eingeführt ist. 



§13. 
Die Bektifikation ebener Kurven. 

Allgemeine Regeln und Formeln. Ist die gegebene Kurve 
auf ein rechtwinkliges Koordinatensystem bezogen (Fig. 16), OM=x^ 
MP = y und s der zu rektifizierende Bogen, 
der von dem festen Punkte H und dem 
beweglichen Punkte P begrenzt wird, so 
gilt die Formel 



Flg. 16. 



') »-/}/'+ ig)'-- 




MX 



Die vorstehende Formel findet unmittel- 
bare Anwendung, wenn x als unabhängige 

Variable betrachtet und demgemäss die Gleichung der Kurve nach y 
aufgelöst werden kann. 

Denkt man sich G mit M und zugleich H mit P vertauscht, 

so ist X <iOG und der Bogen PH '^ s nimmt ab, wenn x wächst; 

die unter dem Integralzeichen stehende Wurzel muss dann wegen 

ds ^ ^ ^, 

— <. negativ genommen werden. 
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Falls die Enrvengleichimg leiohter nach y als naeh x aufgelöst 
werden kann, nimmt man y zur unabhängigen Variabeln und schreibt 



^> 'SV^'-'" 



wobei hinsichtlich des Wxurzelvorzeichens eine ähnliche Bemerkung 
wie vorhin gilt. 

Wird die Kurve durch zwei Gleichungen charakterisiert, in 
denen x und y als Funktionen einer dritten unabhängigen Variabeln 
erscheinen, so sind auch dx und dy durch diese Variable aus- 
zudrücken und für sie die entsprechenden Integrationsgrenzen zu 
bestimmen. 

In Polarkoordinaten hat man, falls r als Funktion von 6 an- 
gesehen wird, 

und umgekehrt, wenn ö als Funktion von r betrachtet wird, 

Hinsichtlich der Wurzelvorzeichen gelten für die Formeln 3) 
und 4) ähnliche Bemerkungen wie bei 1) und 2). 

Sind r und ö von einer dritten Variabein abhängig, so sind 
auch dr und dQ durch diese auszudrücken und für sie die ent- 
sprechenden Integrationsgrenzen zu bestimmen. 

Im Fall die Kurve RF Unterbrechungen der Kontinuität er- 
leidet, besteht sie aus einzelnen, für sich kontinuierlichen Bogen; 
letztere müssen dann einzeln rektifiziert werden. 

Beispiele. 1. Die Parabel. Nimmt man als Gleichung der 
Kurve 

y^z=i 2px 



und setzt yp^+y^ =» w, so erhält man für den vom Scheitel bis 
zum Punkte xy gerechneten Bogen 



-"i+i4^y 
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Fig. 17. 



2. Die semiknbische Parabel lässt sich anf nachstehende 
Weise aus der gewöhnlichen Parabel herleiten. Es sei der 
Scheitel, F der Brennpunkt der letzteren Parabel (Fig. 17), OF^ o, 
0J= 3a, eT'Z' senkrecht zur Parabelachse; 0^ — x und LM=^ 2yaic 
mögen die Koordinaten eines Parabelpunktes M darstellen. Verbindet 
man den Fusspunkt "N der vom M auf JK gefällten Senkrechten 
mit durch eine gerade Linie, so 
schneidet 0^ (oder deren Verlängerung) 
die Parabelordioftte LM in einem Pimkte 
P, der der semikubischen Parabel an- 
gehört und fOr den 

/^ 
a 
ist. Der Bogen OP hat denmach die 
Länge 



JTi 



iP. 



y-\ 




-AV^-' 





/' 


/! 


^'--'A 


-4^ 

/ i 




/ X 


! 


/ 


/' 


1 


/ 


/' 


1 


JPl 


l/ 


1 






1 


{ j^y 


A 


i 


lix" 




1 
i ; 



TL L^ J X 

die sich auf folgende Weise konstruie- 
ren lässt. Man nehme LL^^^ a und vermindere die zu Ly^Fy^ um 
die zum Punkte F gehörende Ordinate FG'^ der Best Py^Q ist 
«= arcOP. 

3. Für die auf S. 94 des L Teils unter Nr. 7 betrachtete äoirve 
hat man 

X — 3a- 



y=- 



3 



'VI 



und hieraus folgt für den vom Koordinatenanfange bis zum iPunkte 
xy gerechneten Bogen 

X + ^i 



3 



^]/^^2^ + j^=.>/pM:7. 



Die von der Kurve gebildete Schlinge besitzt den umfang 4y^.a. 
4. Bechnet man in der Kurve 






-den Bogen s .vom unteren .Enlminationspnnkte bis zum Punkte «y, 
80 ist jfilr « > a 
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22; 



dagegen ftlr rc < a 



6 a' 

6 a« 
5. Die GleicliTmg der Kurve sei 



5 — — 



' 2a; ' 



*-^{l^-2^' 



der vom Koordinatenanfange ab bis ztun Pnnkte xy gerechnete 
Bogen ist dann 

6. Mit dem Badins OA^ a ist aus ein Kreis beschrieben 

a , 

ein zweiter Kreis; 



(Fig. 18) und über den Durchmesser OB « 



ys 



Fig. 18 



wird nnn durch eine beliebige Oerade gelegt, die den ersten 

Kreis in M^ den zweiten in ^ 
schneidet, und durch M eine 
Senkrechte zu OJ., durch H 
eine Parallele zu OA gelegt, 
so ist der Durchschnitt der 
letzteren zwei Geraden ein Punkt 
P, zwischen dessen Koordinaten 
OL^x und LP=y die Gleich- 
ung besteht 

8ay=-aj2(a«-aj»). 
Punkte F beschriebenen Kurve 




JAX 



Für den Bogen OP = 
gilt die Formel 



s der vom 



a X 

y H — -p=arcsm — - 
•/2 « 



Beschreibt man aus mit dem Eadius 0(7« 20^ einen zwischen 
die Schenkel des Winkels AOM fallenden Kreisbogen CQ^ so ist 
arc 0P=^ LP + arc CQ. Der ganze Umfang der schleifenförmigen 
Kurve gleicht der Peripherie des mit OC beschriebenen Kreises. 
7. Die Gleichung der gegebenen Kurve sei 

da es hier bequemer ist, nicht x sondern y als unabhängige Variable 
zu betrachten, so drückt man auch 8 durch y au& und erhalt 
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wobei der Bogen von dem Durchschnitte der Kurve mit der Ordi- 
natenachse an gerechnet ist. 

8. Die Cissoide. Bezeichnet man den Durchmesser des er- 
zeugenden Ejreises mit 2), so erhält man aus der Gleichung 



-i/S 



die folgende Formel für den vom Koordinatenanfange aus gerechneten 
Bogen: 



i/y^ 



j^, * T / ^»^ — 3a? dx 





Die Integration ist leicht auszuführen mittels der Substitution 
4:h-3x . 

-^ — ::: — ^' 

— X 

und man findet 



9. Bei der in Tl. I, S. 98 unter Nr. 12 betrachteten Astroide 
(Fig. 8, S. 93) ist es von Vorteil, die Gleichung 

J. A _?. 

durch die beiden Gleichimgen 

x-^ a cos^^t^ y '= a sin^tlf 

zu ersetzen; der von Ä bis P gerechnete Bogen bestimmt sich dann 
mittels der Formel 

wonach der Bogen ÄP ^ -|-Pä ist. Der Umfang der ganzen Kurve 
gleicht dem Umfange des in den Bjreis ÄQB beschriebenen regel- 
mässigen Sechsecks. 

10. Die Evolute der Ellipse. Bezeichnet a die grosse, 
l die kleine Halbachse der Ellipse, so ist die Gleichung der Ellipsen- 
eyolute 
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wofür man bequemer schreibt 

Der Bogen vom Durchschnitte der Kurve mit der Abscissenachse 
bis zum Punkte xy ist hiemach 

und der ganze Umfang der Evolute 

11. Eine Kurve werde dargestellt durch die beiden Gleichungen 

), 

m — n m + n/ 

worin w > n > sein möge; für den vom Koordinatenanfsuige ab 
gerechneten Bogen ist dann 

s = fma[ 1 ; — I» 

' VW — w m + n' 

woraus die Belation folgt 



12. Die Gleichung einer Kurve sei 

der vom Koordinatenanfange aus gerechnete Bogen ist dann 

s = al( 1 — X. 

\a — x/ 

13. Die Gleichung einer Kurve sei 

für den vom unteren Kulminationspunkte an gerechneten Bogen er- 
giebt sieh dann 

x^'-a^ . a ( x\ x^ .j . 
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14. Die Gleichung einer Kurve sei 

der vom Eoordinatenanfange ans gerechnete Bogen ist dann 

s = 2al( ) — X. 

\a — x/ 

15. Die logarithmische Linie. Aus der Gleichung 

y = &6" oder ^ "= ^U T" ) 
folgt als Länge des Bogens, dessen Horizontalprojektion x ist, 

16. Die Kettenlinie. Aus der Gleichung 

ergiebt sich für die Länge des Bogens, der x als Horizontal- 
projektion hat, 

-voraus eine einfache Konstruktion des Bogens folgt. 

17. Die Traktorie der Geraden. Aus der Gleichung 

ergiebt sich als Länge des Bogens, dessen Horizontalprojektion x ist, 

18. Die Kardioide. Aus der Gleichung 

r=2a(l + co5 6) 
ergiebt sich für den von Öq ~ ^ ^ gerechneten Bogen 

s == ^asin\Q. 
Der ganze umfang der Kurve beträgt hiemach 16 a. 

SchlO milch, Übungsbuch II. 4. Aufl. g 
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19. Die Spirale des Archimedes. Die Gkichtmg r = aö 
liefert für den vom Eoordinatenanfang gerechneten Bogen 

20. Die Polargleichnng einer Kurve sei 

f6i den von Oq » ab gerechneten Bogen ist dann 

Die von der Kurve gebildete Schlinge hat den Umfang -|-a. 

21. Die hyperbolische Spirale. Bechnet man den Bogen 
von dem Punkte an, dessen Radiusvektor » a ist, so fährt die 
Gleichung rd «^^ a zu der Formel 



V^-^ + i 






22. Die Gleichung einer Spirale sei 

■ ■ »-+(7+7) 

und der Bogen werde von demjenigen Punkte an gerechnet, dessen 



Radiusvektor «= a ist; für r > a erhält man 

a* a ( r\ 



s = 



4a 
dagegen fiir r < a 

23. Die logarithmische Spirale. Rechnet man den Bogen 
von dem Punkte aus, dessen Radiusvektor = a ist, so führt die 
Gleichung r =^ ae^^ zu der Formel 

Für ö = — (X) erhält man den von jenem Anfangspunkte bis zum 
asymptotischen Punkte gehenden, aus unendlich vielen Windungen 
bestehenden Bogen; dieser ist von endlicher Grösse und seinem 
absoluten Werte nach 

ß 
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24. Die Gleichnog einer Spirale sei 

für den vom Koordmatenanfange ab gerechneten Bogen ergiebt sich 

s ^ ad — r. 

25. Die Kreisevolven^te. Wird der Bogen vom Anfangs- 
punkte der Kurve ans gerechnet, so f&hrt die Gleichung 



6 ^ Ärceos — 



a r 

zn der Formel 



s = 



2a 
die eine einfache Eonstmktion gestattet. 

26. Die Traktorie des Kreises. Ans der Gleichui^ 



Ya^ — r" , r 



Q «= I-^ Arccos ~ 

r a 



ergiebt sich f6i den von r « a an gerechneten Bogen 



-»'©• 



27. Die Cykloide. Ist MN^ h der Badins des erzengenden 
s, L NMP^ G) der Wälznngswinkel, ÄL = a;, LP « y und 
arcÄP^s (Fig. 19), so fähren die Gleichungen 

x=^b(<o — sifKo), y^h(l — cosa)) Fig.w. 

zn der Formel 

s = 4&(l — cö5-|-(o). y AK" / / 

Die Länge eines CyMoidenzugs be- l ^y \ ' - 



/ 




/ 



trägt hiemach 8&. Femer ist ^^j^"""""!* ^\\ — 

arcDP^2DP' aIjj- 

oder für DJB' « |, orcDP = ff 

ff«2y2&g; 

die vom Scheitel D an gerechneten Bögen lassen sich hiemach als 
Ordinaten einer Parabel konstruieren, deren Sdieitel D und deren 
Brennpunkt B ist. 

8* 
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28. Die Epicjkloide. Aus den Oleichungen 

a? = (a + ojstn hstn- ^~» 

^ ^ a a 

, , _ V 5(ö (a+ h)(a 

y ^ (a + b)cos hcos ^— 

^ a a 

erhält man fOr den von o « an gerechneten Bogen 
s ^ ^ ' (1 - 0ö5|a)), 

mithin für einen ganzen Zug der Kurve die Länge 

8(a + b)h 

a 

Der von der Mitte eines Zuges aus gerechnete Bogen lässt sich mit 

der Tangente am Endpunkte des Bogens in eine einfache Beziehung 

setzen. 

Für die Hypocykloide gelten ähnliche Formeln. 

29. Eine Kurve sei durch folgende zwei Gleichungen bestimmt: 

a; = a 5m cp — ^(a — b) sin^q>; 
y -=^b cosq) + \(a — b) cos^fp; 
der mit <p » beginnende Bogen ist dann 

s = y(ö + b)(p + ^{a'—b)sinq) cos q). 

Der ganze umfang der Kurve gleicht der Peripherie eines mit dem 
Halbmesser y(a + &) beschriebenen Kreises. 

30. Dem Vorigen ähnlich mögen die Oleichungen einer Kurve sein 

i-= asintp — -|-("|/ä+ ■)/6^)*5tw*<p, 

y = b cosq) — -|-(yä+ "|/&^)*C05*cp; 

der von cp = an gerechnete Bogen ist dann 

^ ^ \(ß + ^) <P + \(fi ~ ^) ***^ (p cosq)^ 
also von derselben Grösse wie in Nr. 29. 

31. Durch die beiden Gleichungen 

X = a[(l — m^)cos(o + 2G)sinG> -— 1], 

y = a[(l — w^) sino) — 2g)COS cd] 
wird eine Spirale bestimmt; der vom Koordinatenanfange ausgehende 
Bogen ist 
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/ • 1 S\ 2a + Q-m /q — ( 

5 = a(G) + |ö>») = — ^ 1/ ^ , 



■y^- 



wobei Q den Krümmungshalbmesser bezeichnet. 

32. Eine Kurve sei durch folgende zwei Gleichungen bestimmt: 
r == agarc««<yi_<2^ - arcsint — ^1(1 - *»>, 
der von ^ >= ab gerechnete Bogen ist dann 

woraus für die Gesamtlänge der Spirale ein endlicher Wert folgt. 



33. Die Lemniskate. Aus der Polargleichung r = aycos2d 
erhält man für den Bogen ÄP: 
e 



s ^^ a I ,— 

J YT- 2 sin^d 



oder, wenn man den Winkel 
ÄOM^(p (Fig. 20) mittels 
der Gleichung 

. ^ sin w 

sin ü = —7=^ 

als unabhängige Variable 
einführt, 

a /* d<p 

y2j yi — ^sin^g>^ 



Fig. 80. 




Durch Beihenentwicklung ergiebt sich 

1.3 P4 

2 . 4 2^ ' 2.4.6 2» 



;.{po+i^+^?^+i44§+ 



V2 



2 2 



Pn=^ —{(n — l)P„_2-- Äiw"-^g)Cösqp}. 



Für den Lemniskatenquadranten ÄPO = q findet man einfacher 

'-^(-(i)"i+o'(iA(^m)v-). 

woraus folgt, dass die Länge der ganzen Kurve = 5,2441 . a ist. 
34. Die Ellipse. Ersetzt man die Gleichung der Kurve durch 
die beiden Gleichungen 



11» 
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worin q> den Winkel COM (Fig. 21) bedeutet, so ist die Lange 
des Bogens BP 



-ß 





oder, wenn e die ntunerische Exzentrizität der Ellipse bedeutet, 



' a I yi — - s^sin^ip . dq>. 



Mittels des binomischen Satzes erhalt man 

wobei Pq, Pgf P49 n. s.w. dieselbe Bedentnng haben wie in Nr. 33. 



Pig. 21. 



Fig. 88. 




AX 




Für die Länge des Ellipsenquadranten ergiebt sich hieraus 

Wenn a und h wenig von einander verschieden sind, so kann 
man nach Tl. I, S. 316, Nr. 12 näherungsweise 

nehmen, und der begangene Fehler beträgt dann weniger als 



7ta 



180 l-e^ 

h 
Bezeichnet Ej^ den Quadranten einer aus den Halbachsen 1 und - 

konstruierten Ellipse, die der vorigen Ellipse ähnlich ist, so be- 



§ 13. Die Rektifikation ebener Kurven. I]j9 

trägt die entsprechende numerische Exzentrizität e,^ ebensoviel wie e, 
und daher ist -n -wn 

die umfange ähnlicher Ellipsen verhalten sich demnach wie deren 
Halbachsen. Auf diesem Satze beroht die Einrichtung einer Tafel 
der Ellipsennmfange. 

35. Die Hyperbel. Ersetzt man die Oleiohung der Kurve 
durch die beiden Gleichungen 

worin (p den Winkel AOM bezeichnet (Fig. 22, S. 118), so ist die 
Länge des Bogens AP 

A A cos^q> dq> Ya^ -f 5* 

^ y b^ cos^q> a 



Mittels des binomischen Satzes folgt hieraus 

l ^ 2e 2 4£* 2.4 6f^ I 

Die Verlängerung der Ordinate LP schneidet von der Asymptote 

eine Strecke OQ^z ab, deren Grösse ist 

, . , z ^ EX ^ aB8ecq>i 

hiemach ist 

Bei unendlich wachsenden x konvergiert qp gegen die Grenze \-n 
und es wird 

-(-')-:-r('+(|)'^.+(|fl)'^+-l> 

der unterschied zwischen einer vom Koordinatenanfange aus ins 
Unendliche gehenden Asymptote und dem zugehörigen Hyperbel- 
quadranten ist demnach von encHicher Grösse 

36. Durch die Gleichung 

r =» acosd + b 
wird eine Kurve charakterisiert, von der die Kardioide ein be- 
sonderer Fall ist; für den von 0q = ab gerechneten Bogen erhält man 
d 

s = y -|/(a + hycos*\e -f (a - hysin^d . dd. 
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Eonstniiert man eine Ellipse ans den Halbachsen 

61 ■ 



a + h 
Ol r— 1 



a — h 



2 ' "' -^ 2 
nimmt darin den Winkel <)p ^ yO und nennt s^ den entsprechenden 
Ellipsenbogen, so ist s = 4:$^, 

37. Näherungsweise Eektifikation. Behält man unverändert 
die Voraussetzungen und Bezeichnungen bei, welche in §11 Nr. 41 
(Fig. 23) angewendet wurden, so erhält man aus der Formel 



Fig. 28. 




-/Vr 



+ [,p'{x)f.dx 



die Reihenentwicklung 
Anderei^eits ist die Sehne 



C'X 



femer 

X + w{x) cp' (x) 

PQ' + QP' =2x- 3ÄBx* , 



PQ'. 



QP'- 



iPQ - iiPQ' + QP') ^x + -|-^V+ ^iÄBx*+-- 
Der Vergleich mit der Formel für s fOhrt zu dem Satze, dass bei 
kleinen Bögen näherongsweise 

arePQ - ^PQ - -^{PQ' + QP') 
gesetzt werden darf; bei graphischen Arbeiten ISsst sich diese Be- 
lation mit Vorteil benutzen. 

§14. 
Vermisohte Aufgaben über Bektiflkatioiien. 

I. Auf der Abscissenachse hat man eine Reihe gleicher Strecken 
MM^ = NN^ . . . = Ä abgeschnitten, welche die Horizontalprojektion 
der Bögen Pii, QQi--- darstellen; man sucht den grössten oder 
kleinsten jener Bögen (Fig. 24). 

Ist y^f(x) die Gleichung der Kurve PP^QQ^,,.^ so tritt 
das Maximum oder Minimum ein, wenn die Bedingung 
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stattfindet, d. h. wenn die Tangenten in F und P^ gleiche Winkel 
mit der Abscissenachse bilden. 

Beispiel. In der Kurve 
wird der fragliche Bogen am grössten für 



n. Unter allen in einer gegebenen Kurve zu gleichen Centri 
winkeln POP^ ^QOQi,..^y gehörenden Bögen PP^, QQ^, 
der grösste oder kleinste bestimmt werden (Fig. 25). 



soU 



Fig. 24. 



Fig. 26. 



T\ 





C\ M MjJV W^ X 



Ist r==^f(ß) die Polargleichung der Kurve, so tritt das gesuchte 
Maximum oder MininnnTn ein fQr 

d, h. wenn die Polamormalen in den Punkten P und P^ gleich sind. 
Beispiel. Die Gleichung der Kurve sei • 

r==a(20-e«); 
der fragliche Bogen wird dann am kleinsten fiir 

= l-iy. 

§ 16. 
Quadratur und Bektiflkatioiieii zweier besondem Gattungen 

von Kurven. 

I.Die Evoluten. In einer durch die Gleichung y^f(x) be- 

stinmiten Kurve sei C ein fester, P ein beweglicher Punkt (Fig. 26), 

luid es mögen diesen Punkten die Kxümmungsmittelpunkte D und Q 

entsprechen; man sucht den Flächeninhalt V des Vierecks, das 



122 



Eap. U. Quadraturen und Rektifikationen. 



von den Krümmungsradien CD, PQ^ dem Bogen CP und dem zu- 
gehörigen Evolutenbogen DQ begrenzt wird. 

Das Differential von V lässt sich als ein Kreissektor betrachten, 
dessen Eadius QP « q und dessen Oentriwinkel = dz ist; man hat 
denmach 

und vermöge der Werte von q und r 



X 



(1 + yy 



r 



dx. 



Beispiele hierzu bieten die Parabel, Ellipse, Hyperbel, loga- 
rithinische Linie, Kettenlinie u. a. 

Fig. 26. «g. 27. 





Die Rektifikation der Evoluten beruht auf den för den Punkt 
Q geltenden Gleichungen 

, ^ = X — Qsinr^ 71 '=^y -{• QC08X. 

Unter Rücksicht auf die Formeln 



dx 



ds 



ds ds dt 

erhält man 

c^g = — sinx.dQ^ dri = + cosx.dg^ 

mithin hir das Bogenelement da der Evolute 

da « dQj 
woraus folgt 

d. h. der zwischenliegende Bogen ist gleich der Differenz zwischen^ 
den entsprechenden Krümmungsradien der ursprünglichen Kur?«. 
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Wird ein yollkommen biegsamer, nicht dehnbarer Faden um 
die Evolute hemmgelegt, mit einem Ende an derselben befestigt 
und so abgewickelt, dass er immer gespannt bleibt, so beschreibt 
der andere Endpunkt die ursprüngliche Kurve (Evolvente). Ist die 
Gleichung der letzteren eine algebraische, so ist q eine algebraische 
Funktion von x mithin auch von ^, folglich kann die Evolute in 
diesem Falle algebraisch rektifiziert werden. 

n. Parallele Kurven. Auf der zum beKebigen Punkte P 
einer gegebenen Kurve gehörenden Normale PQ ist von P aus die 
Strecke PP^== c abgeschnitten worden (Fig. 27); verföhrt man auf 
diese Weise mit allen Kurvenpunkten, so erhält man als geome- 
trischen Ort des Punktes P^ eine neue Kurve C^Pi^ die der ersten 
parallel ist in der Entfernung CC^^^^ PP^ = c. Hierbei wird c als 
jKisitiv oder negativ angesehen, je nachdem P^ auf der Verlängerung 
des Erämmungshalbmessers QP oder umgekehrt liegt. Bezeichnen 
x^ und y^ die rechtwinkligen Koordinaten des Punktes P^, so gelten 
die Gleichungen 

x^^ X + csinTj yx=^y — ccosx^ 

aus denen man erhält 

^^^^y\ 

dx^ dx 



it) 



dxi* dx ' dx ey" 

und für den Krümmungshalbmesser der Parallelkurve 

Femer ergeben sich die Bogenelemente 
ds >= secT, dx^ 
d8^^ ^ secr. dx^ = sec t(dx + ccost dx) =^ ds -\- c dz. 
Rechnet man beide Bögen von einer gemeinschaftlichen Normale 
CC^ ab, die mit der Ordinatenachse den Winkel y einschliesst, 
setzt also t^»^, so ist 

5j — 5-«c(t — y), 

also die Differenz der entsprechenden Bögen gleich einem Kreis- 
bogen, welcher c zum Badius und den Winkel zwischen den be- 
grenzenden Bögen zum Centriwinkel hat. 
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Das DifFerential der Fläche CC^P^P^ ü lässt sich als Unter- 
schied zweier Kreissektoren betrachten, daher 

X % X 

U « \SQt^dx ^ \JqHx ^ \cJ{2q + c) dz, 
y y y 

also 

Z7 = CS + c^(r — y). 

Unter Bücksicht auf die vorige Eelation c(t — y) = Sj — 5 wird 
hieraus 

d. h. die Fläche CPP^ C^ kommt der Fläche eines Trapezes gleich, 
welches die Bögen OP, C^Pi zu parallelen Seiten und den Abstand 
CCi zur Höhe hat. 

Die beiden erwähnten Sätze sind übrigens an die Bedingnng 
gebunden, dass die parallelen Bögen keine Inflexionspunkte oder 
Spitzen enthalten. 

§16. 
Die Rektifikation räumlicher Kurven. 

Allgemeine Eegeln.und Formeln. Wenn die Kurve durch 
ihre Projektionen auf die Ebenen xy und X0 bestinmit ist, so gilt 
für den zwischen einem festen Punkte a?o%^o ^^^ ^®°^ beweglichen 
Punkte xy0 enthaltenen Bogen s die Formel 



/i/'^(SA(r«)"- 



Im Fall die Kurve durch ihre Projektionen auf die Ebenen zy 
und zx bestinmit ist, hat man analog 



-/lA^lKfT- 



Wenn die Kurve durch drei Gleichungen in der Weise bestimmt 
ist, dass jede der Koordinaten äj, ^, als Funktion einer vierten 
Vaaiablen t erscheint, so hat man dx, dy, dz mithin auch ds und 
s durch t auszudrücken und die Integrationsgrenzen für t ent- 
sprechend zu bestimmen. 
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Nicht selten sind munittelbar nur zwei Flächen gegeben, als 
deren Durchschnitt die zu rektifizierende Kurve betrachtet wird; in 
diesem Falle müssen die Gleichungen von zwei Projektionen der 
Kurve aus den Gleichungen jener Fläche hergeleitet werden. 

Erleidet die Kurve zwischen den Punkten Xq y^ Zq und xy0 Unter- 
brechungen der Kontinuität, so besteht der Bogen s aus mehreren 
Bögen, welche einzeln rektifiziert werden müssen. 

Beispiele. 1. In der durch die Gleichungen 
x^ x^ 

^ 2a 6a* 

bestimmten Kurve ist der vom Koordinatenanfange ab gerechnete 
Bogen 

S = X -\- z. 



2. Die Gleichungen der Kurve mögen sein 

es ist dann, wenn der Bogen vom Koordinatenanfange aus gerechnet 

wird, 

s^x + y. 

3. Die Gleichungen 

3^ « |-l/— + 2yäic, z=ybax 

geben fär den vom Koordinatenanfang ab gerechneten Bogen 

s^y + -F=- 
l/5 

4. Aus den beiden Gleichungen 

erhält man fOr den vom Koordinatenanfange aus gerechneten Bogen 

8 ^ X + y — z, 

5. Rechnet man in der Kurve 

y « 2>/2J^, z - feM -^) 
• a / 

den Bogen von x = a aus, so ist 

s ^ X -r z — a. 
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6. Die Gleichtmgen 

liefern für den vom Eoordinatenanfange ans gerechneten Bog«n 

7. Aus den Gleichnngen 

ergiebt sich für den von a? » ab gerechneten Bogen 

s = X + 0, 

8. Aus den Gleichungen 

X /flt + Ä \ 

y = a, aresin — i z = ^al\ I 

a * \a — x^ 

ergiebt sich für den vom Koordinatenanfange aus gerechneten Bogen 

S ^ X + z, 

9. Die beiden Gleichnngen 

liefern für den von a? = aus gerechneten Bogen 

s « £ Yx^ — a*, 
worin £ die numerische Exzentrizität der Horizontalprojektion bedeutet. 

10. Die Gleichungen der Kurve mögen sein 



-i«'(7^)-^-^. '- 



x^ -^cl\ — \ . r I — yc'-~ z'^ y «= carcsin—j 



und der Bogen werde von ^e? = c an gerechnet; beachtet man, dass 
der Zunahme von z eine Abnahme von s entspricht, mithin ds ne- 
gativ zu neJunen ist, so erhält man 

s « a? + Yc^—z^. 
11. Eine Kurve sei bestinunt als Durchschnitt der Flachen 
4.ax^(if + zy, ix'+y^-^z^ 
deren erste ein parabolischer Oylinder, und deren zweite ein ellip- 
tischer Kegel ist; beachtet man, dass die zweite Gleichung in der 
Form 
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{z + y){z - y) « \x^ 
daxgestellt werden kann, so findet man leicht 

und hieraus 

wobei der Bogen vom Eoordinatenanfange ans gezählt ist. * 

12. Eine Eurve sei bestimmt als Durchschnitt der Flächen 

(0-y)»=3a(« + y), ;?«->« + »«, 

deren erste ein parabolischer Cylinder, und deren zweite ein ellip- 
tischer Kegel ist; auf ähnliche Weise wie vorhin findet man 



för den 


vom Eoordinatenanfange aus 


gezählten Bogen 








s^zy^. 




13. 


Eine Eurve sei bestimmt als Durchschnitt der Flächen 






Z = 7=-i 

9cY2 


ix + yy^ 


V2 



deren erste ein gleichseitiges hyperbolisches Paraboloid, und deren 
zweite ein elliptischer Eegel ist; drückt man x und y durch z aus, 
so erhält man für den vom Eoordinatenanfange ab gerechneten Bogen 

x — y , 

s j=^ + z. 

iß 

14. Eine Eurve sei bestimmt als Durchschnitt einer Cylinder- 
fläche dritten Grades und eines elliptischen Eegels, deren Gleich- 
ungen sind 

a;»« a2(y + z\ z^= \x' + y^; 

rechnet man den Bogen von der Stelle aus, wo die Horizontal- 
projektion der Eurve die o;- Achse schneidet, so erhält man 

s^yY2. 

15. Die zu rektifizierende Eurve sei die konische Schrauben- 
linie (Tl. I, S. 147), die als Durchschnitt der beiden Flächen 



i 
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X c 

angesehen werden kann; drückt man x und y durch e aus, so er- 
hält man 



._ • ('_v^+», 



('-±^)1' 



2 cos y l k 

wobei der Bogen vom Eoordinatenanfange aus gerechnet und znr 
Abkürzung ccscy ^^h gesetzt ist. Demnach ist s proportional dem 
Bogen einer gewissen Parabel. 

16. Der Durchschnitt der Flächen 

x^ + y*^ cz. —^tan — 
X c 

liefert eine paraboloidische Schraubenlinie; der vom Eoor- 
dinatenanfange gerechnete Bogen wird durch die Formel 



_^+.|/Z_, + x.!_' 



bestimmt, in der zur Abkürzung Yx^ + y* = r gesetzt ist. 
17. Der Durchschnitt der beiden Flächen 

x^ + y^=. y^z\ ßArdcm ^ « l (}^J^+jl'j 

bildet eine konische Spirale, deren Horizontalprojektion eine loga- 
rithmische Spirale ist. Setzt man 



y^^+y^^r, ^^tand, 



und betrachtet r als unabhängige Variable, so hat man einfacher 

ferner ist dx^+ dy^^ dr^ + {rddy^ mithin der vom Koordinaten- 
anfange gerechnete Bogen 



-/i^K^iMir- 



s ■• 
ö 
uüd vermöge der Werte von und z 



s 



-V'+hr 
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18. Auf einem durch die Gleichung 

2lz = x^ + y^ 

bestimmten Eotationsparaboloide ist eine Spirale konstruiert, deren 
Horizontalprojektion die Gleichung 



ö == Arccos — 

a r 

hat, also eine Kreisevolvente ist; nach dem vorigen Verfahren er- 
giebt sich für den von r = a aus gerechneten Bogen 

s — ■ 



al 2 

19. Auf einer durch die Gleichung 

bestimmten Kugelfläche ist eine Spirale konstruiert, deren Horizontal- 
projektion die Gleichung 

besitzt; es ergiebt sich dann für den von r^=a aus gerechneten Bogen 

s = al/2 . arccos — 
^ a 

Die gesamte, vom Äquator bis zu den Polen reichende sphärische 
Spirale hat demnach die endliche Länge 7cy2.a. 

20. Die beiden Flächen 

ex = z{h + z), c^{x^ +y^- ^^e\ 

deren erste ein parabolischer Cylinder, und deren zweite ein 
Eotationskegel ist, schneiden sich in einer Kurve, von der die 
Horizontalprojektion durch die Gleichung 



(^^+2^^-7^y=5(^'+^') 



dargestellt wird, also eine über dem Durchmesser 2a = — kon- 
struierte Kardioide bildet. Führt man ö als unabhängige Variable 
ein, so hat man die Gleichungen 

S c hl ömilchy Übungsbuch II. 4. Aufl. 9 
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r (1 + cosB), j? = &(1 + cosd), 

c 

atLS denen sich ergiebt 

e 



^fyh^+c^sin^d.cos^ede 



S '' 


oder, wenn die Integration ausgefiihrt wird, 

Die Gesamtlänge^ der geschlossenen Durchschnittslinie ist hier 
nach leicht zu finden. 



Kapitel DL 

Kubaturen und Komplanatlonen. 



§17. 
Die Kubatnr begrenzter Volumina. 

Allgemeine Begeln und Formeln. In einem irgendwie 
durch Flächen begrenzten, längs der o;- Achse sich erstreckenden 
Körper mögen zwei, zur genannten Achse senkrechte Querschnitte 
GHJ und LMN (Fig. 28) gelegt sein, von denen der erste als 
fest, der zweite als beweglich gelten und von der ^;er- Ebene um 
OL '^ X entfernt sein soll; bezeichnet nun Ux den Flächeninhalt 
des beweglichen Querschnittes, 
Vx das Volumen der zwischen 
beiden Querschnitten enthaltenen 
Zone, so gilt die allgemeine 
Formel 



Flg. 86. 




Vx-^JUxdx, 

Xo 

^obei Xq^ OGr, Falls die Be- 
grenzungsflächen des Körpers 
Unterbrechungen haben (wie z.B. 

eine Rotationsfläche, die durch Umdrehung einer diskontinuierlichen 
Kurve entstanden ist), so besteht das Volumen aus einzelnen Teilen, 
welche gesondert berechnet werden müssen. 

Bei Flächen von spezieller Entstehungsweise lässt sich der 
Wert von Ux in der Eegel näher angeben, wie die folgenden Fälle 
zeigen werden. 

a) In der Horizontalebene xy (Fig. 29, S. 132) sei eine durch 
ihre Gleichung zwischen OL ^^ x und LM ^= y bestimmte Kurve 
konstruiert und durch jeden ihrer Punkte eine Gerade MN gelegt, 

9* 
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welche der y^f- Ebene parallel ist und mit der Horizontalebene den 
konstanten Neigungswinkel LMN ^ y bildet; die Begrenzungsfläche 
ist dann eine Cylinderfläche und 

X 

yx=\ tan yfy^dx. 

b) Wie vorhin sei in der o;^- Ebene eine Kurve HM^ dagegen 
in der a:^?- Ebene irgend eine andere Kurve «7"^ gezogen, deren 
Gleichung zwischen OL^x und LN '=^ 8 gegeben ist; jede zu yz 

Fig. 29. Fig. 30. 




parallele Ebene, wie z.B. i-3f^, schneidet beide Kurven, und wenn 
die Durchschnittspunkte durch gerade Linien MN verbunden werden, 
so entsteht eine windschiefe Regelfläche; in diesem Falle ist 

X 

yx^\fyzdx. 

Xo 

c) Wie vorhin mögen die beiden Kurven HM und JN gegeben 
sein; durch alle Punkte der ersten legt man Parallelen zur j?- Achse 
(Fig. 30), durch alle Punkte der zweiten Parallelen zur ic- Achse; 
die Begrenzung des Körpers besteht dann (abgesehen von EbencH) 
aus zwei sich schneidenden Cylinderflächen, und es ist 

X 

Vx^Jyedx. 

d) Wenn eine in der a;i/- Ebene konstruierte Kurve HM(b. Fig. 28) 
um die a?-Achse gedreht wird, so entseht eine Rotationsfläche, 
und es ist der ganze Querschnitt Ux = Tcy^j mithin 

X 

Yx = nfy^dx. 

Xn 

e) Sind HM und JN zwei beliebige Kurven und wird in jeder 
zu yz parallelen Ebene LMN eine Ellipse aus den Halbachsen LM 
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und LN konstruiert, so entsteht eine Fläche mit elliptischen 
Querschnitten; es ist dann 

X 

Vx = 'Jtjyz dx, 

f) Wie vorhin mögen HM und JN zwei beliebige Kurven sein; 
durch alle Punkte der ersten legt man Parallelen zur ;8f- Achse, die 
zweite Kurve lässt man um die a;- Achse rotieren; die Begrenzung 
der Zone (Fig. 31) besteht dann (abgesehen von Ebenen) aus einer 

Fig. 81. Fig. 32. 

Z 





Cylinderfläche und einer Umdrehungsfläche. Der Quer- 
schnitt JJx ist hier die Summe von der Dreiecksfläche LMF und 
der Kreissektorenfläche NLP^ daher 

X 

^« === i / \yV^^—y^+ ^^ ctrcsin — j dx, 

Xo 

Im allgemeinen sei noch bemerkt, dass die Volumina von 
Hohlkörpern als Differenzen zweier Volumina zu berechnen sind. 

Beispiele. 1. Ein elliptischer Cylinder schneidet die ajy- Ebene 
in einer Ellipse mit den Halbachsen OJ. = a, Oj5 = 6, und die 
ic je? -Ebene in einer Ellipse mit den Halbachsen OA = a^ OC ^ c; 
seine erzeugenden Geraden sind parallel zu BC. Das Volumen 
zwischen den Querschnitten OBG^ Ux, den Koordinatenebenen und 
der Fläche beträgt 

F«=i6c.(l-^), 

TTii tViin ißt das Volumen OJ..B C = ya2>c. 

2. In der Horizontalebene xy ist eine durch den Koordinaten- 
anfang gehende Gerade OJf, in der Vertikalebene xz eine nicht 
durch gehende Gerade CN konstruiert (Fig. 32), und es mögen 
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wie in b) die Punkte M und N durch gerade Linien verbunden 
sein, die der yz-Ebene parallel sind und bekanntlich ein hyper- 
bolisches Paraboloid erzeugen. Sind bei positiven ßj /, c 

y-=ßXy z-^c + yx 
die Gleichungen der Geraden OM und CN^ so ergiebt sich für das 
Volumen OLMNCO 

y^-\?^\^c + \yx). 

Die Fläche des Querschnittes LMN heisse Uy die Fläche des durch 



Fig. SS. 



Fig. S4. 




die Mitte von OL gelegten parallelen Querschnittes sei T; es gilt 
dann die einfache Beziehung 

y^\{4.T+U)x, 
3. Die Horizontalspur einer Fläche sei eine aus den Halbachsen 
J. = a, OB =-J) konstruierte Ellipse (Fig. 33), die Vertikalspur 
eine in der Entfernung 00 = c parallel zu OÄ liegende Gerade 
CZ); die Querschnitte der Fläche mögen gerade Linien sein, welche 
eine sogenannte elliptische Keil fläche bilden. Das Volumen 
zwischen OBC und LMN ist 



_hcfi 



'x^a^— x^ 



a , arcsin 






Der ganze Körper, dessen Grundriss eine Ellipse, dessen Aufriss 
ein Eechteck, und dessen Seitenansicht ein Dreieck ist, besitzt hier- 
nach das halbe Volumen des umschriebenen elliptischen Cylinders. 
Will man dagegen das Volumen Yg einer Zone bestinmien, die 
zwischen der Basis und einem in der Entfernung OP =^ z hierzu 
parallelen Querschnitte enthaltea-ist, so beachte man, dass der volle 
Querschnitt eine Ellipse bildet; daraus findet sich 
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und für Äf = c derselbe Wert wie vorhin. 

4. In der o;^- Ebene ist ein rechtwinkliges Dreieck ans den 
Katheten OÄ = a, AB = h konstruiert (Fig. 34), in der a^je^-Ebene 
ein Kreisbogen, der durch Äy sowie durch einen auf der £? -Achse 
in der Höhe OC == c befindlichen Punkt C geht, und dessen Mittel- 
punkt 0' auf der Verlängerung von CO liegt; man verlangt das 
Volumen des dreiseitigen Prismas über OAB^ welches oberhalb 
durch den Cylinder begrenzt wird, dessen erzeugende Geraden parallel 
zur ^- Achse durch den Kreisbogen AC gehen. Nennt man fOr den 
Augenblick r den Eadius des Kreises, so ist 

^ /"« « /"9 9 Ä*+ c* 

mithin 



Cb 

fär o; ^== a und durch WegschafEung von r erhält man als Volumen 
des Körpers, der als Inhalt eines Klostergewölbes mit kreis- 
förmiger Wölblinie bezeichnet werden kann, 

&c(3a^+c0 
^"^ 12a ' 

5. Wenn in der vorigen Aufgabe statt des Kreises eine aus 
den Halbachsen 0A^=^ a und OC *^ c konstruierte 
Ellipse genonmien wird, so ergiebt sich als Volumen 
des elliptischen Klostergewölbes 

6. Eine Parabel, deren Scheitel B ist, sei um 
eine Gerade OA gedreht, die in der Entfernung 
BO = h senkrecht zur Parabelachse liegt und die 

Kurve schneidet (Fig. 35); die Gleichung der Parabel ist, wenn Je 
deren Parameter bezeichnet, 

x^ 

mithin das Yolomen einer von X'-O ab gerechneten Zone des 




rs 
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Setzt man x =^ ^hj bezeichnet mit c die zugehörige Parabelordinate 
und drückt Ä; durch 6, c, Ä aus, so liefert das Doppelte des vorigen 
Wertes^ nämlich 

den Inhalt eines Fasses von parabolischer Krümmung, dessen 
grösster Durchmesser 25, dessen kleinster 2c und dessen Höhe h ist. 

7. Lässt man in der vorigen Aufgabe an die Stelle der Parabel 
eine Ellipse treten, deren kleine Halbachse 05 = 6 ist, so erhält 
man als Inhalt des Fasses von elliptischer Krümmung 

Derselbe ist um 

^:rÄ(6 - cy 

grösser als der vorige Inhalt. 

8. Eine aus den Halbachsen a und h konstruierte Ellipse sei nm 
eine Gerade gedreht worden, die der grossen Halbachse parallel 

liegt in der Entfernung c; die Kubatur des 
^^' entstandenen Eotationskörpers verlangt dann 

die Unterscheidung dreier Fälle. 

Für c>5 ist der Körper ein elliptischer 
Eing, dessen Querschnitte sämtlich Bj-eisringe 
sind; als Volumen einer von x = an ge- 
rechneten Zone ergiebt sich 




(xyd^—x^ , , x\ 

znocX h a.arcstn — l^ 

\ a aJ 



und als Volumen des ganzen Einges 27t^ahc. 
Im Falle c < & wird die Ellipse von der Drehungsachse in 
einem Punkte D geschnitten (Fig. 36) und die Querschnitte des 
Eotationskörpers sind Vollkreise für x^OD^ dagegen Kreisringe 
für aj > OD. Setzt man zuerst x < OB voraus, so erhält man, 
von flj = ab gerechnet, 

F,= «[(6*+ ,?)x - ^ + ^y^rr^«+ al>c.arcsin-\ 

for x=- OB ergiebt sich hieraus als Volumen des von der Fläche 
BOBEB erzeugten Eotationskörpers 

[ «(21,^+70^) .-^-.^^^^ _^^VW^c^\ 



1 ^ g^ '- yi* - c^ + ahc . arcsm . 
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Nimmt man zweitens x^ OD und bestimmt das ringförmige 
Volumen Bx so, dass es für x ^ OD verschwindet, so findet man 



B, 






ac^l/b'-c" 



+ InahcKarcsin 



X 



arcsm 



yW- 



\ 



a h 

for a5 «= a folgt hieraus das Volumen des von dem Segmente EDAtl 
beschriebenen Ringes 



it^abc 



litac \- 



+ fe . aresin 



Yh^ - c^ 



Das Doppelte von der Summe der beiden Volumina giebt den Inhalt 
des ganzen elliptischen Wulstes, nämlich 

W^ 2na{hc(n- a) + 1(25«+ c^)sinu}, 

w^obei der Hilfswinkel a durch die Formel 



Fig. 87. 



h ist das Volumen 




cosa = 

bestimmt ist. 

Im dritten Falle c - 
= 27r»a5l 

9. Eine Hyperbel, deren Halbachse a 
grösser als die Nebenhalbachse h sein möge, 
wird um eine ihrer Asymptoten gedreht 
(Fig. 37); man sucht das Volumen des von 
dem Hyperbelsegmente PDQP beschriebenen 
ringförmigen Körpers. 

Nimmt man die Drehungsachse zur a?- Achse eines rechtwinkligen 
Koordinatensystems, so erhält man die Gleichung der Kurve 

(a^- h^y^- 2ahxy + aH^= 0, 

woraus zwei Werte für y folgen, welche die Ordinaten LP und LQ 
bestimmen; nur der Abscisse OC = j/a^ — h^ entspricht eine einzige 
Ordinate (72), die zugleich Tangente ist. Unter Eücksicht auf den 
Umstand, dass die Querschnitte des gesuchten Volumens Kreisringe 
sind, findet man 

4:7taH^ 



F.- 



3c^ 



-]/p-r?p, c«i/^M^. 
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Verlängert man LPQ bis zum Durchschnitte R mit der zweiten 
Asymptote, so ergiebt sich als Yolomen des von der Fläche OLPDQBO 
beschriebenen Rotationskörpers 



3c* 



-{x^^y(x^-c^^}. 



Bei grossen x beträgt dasselbe nahezu das Doppelte des Kreis- 
cylinders, der OL zur Höhe und CD zum Badius hat. 

10. Die in Tl. I, S. 94, Nr. 7 erwähnte Kurve liefert durch 
Umdrehung um die a;- Achse eine Fläche, für die, von o; = an 
gerechnet, 

•/ (Xr 

ist, woraus sich als Volumen des von der Eurvenschlinge erzeugten 
Rotationskörpers ^na^ ergiebt. 

11. Für die in Tl. I, S. 94, Nr. 8 betrachtete schleifenfÖrmige 
Kurve ist, wenn Vx von x ■« ab gerechnet wird, 

n(6a^-Sx^x^ 

das Gesamtvolumen des Rotationskörpers beträgt hiemach ein Fünf- 
tel von dem Volumen der umschriebenen Kugel. 

12. Verlegt man in der Tl. I, S. 95, Nr. 9 betrachteten Kurve 
den Koordinatenanfang nach der Spitze A, so ist das von o:; » an 
gerechnete Volumen des Rotationskörpers, welcher durch Umdrehung 
der Kurvenfläche um die rr- Achse entsteht, 

_ n(6a — 2x)x^ 
^' lÖ^^ 

mithin das Gesamtvolumen «=-|-3ra*. 

13. Durch Umdrehung der Cissoide um die a?- Achse entsteht 
eine Rotationsfläche, in der, von o; =^ an gerechnet. 



^ {^"'^2^) -''(*''*+ "* + ^'"'>l 



ist. Spezieller tüi x •= a wird 

Fa=8jr02-|)a». 
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Lässt man die Gissoide um ihre Asymptote rotieren, so ist der 
in der Höhe y senkrecht zur Drehungsachse gelegte Flächenschnitt 
ein Kreis mit dem Radius 2a — x^ daher 



y * 

Vy ^ 7tf(2ax — x^) dy — nj{Za — x) y^ax — x^, dx, 



{„ a — x 3a*— 5ax + x* /- A 
ararccos y2ax — x* |. 

Als Inhalt des von der ganzen Gissoide durch Umdrehung um ihre 
Asymptote entstandenen Rotationskörpers folgt hieraus der endliche 
Wert 2;r«a». 

14. Wenn die in TL I, S.98, Nr. 12 betrachtete Kurve (Astro- 
ide) um die a;- Achse gedreht wird, so ist von o? «= an gerechnet: 



V^^n I (a*-a?0 dx-, 



mittels a; = aj' erhält man, 

F^« ^nx{\a^^ |fa*^+ -f-foV- \x^), 

und als Gesamtvolumen ^ vom Volumen der umschriebenen Kugel. 

Dasselbe Veifahren passt auch auf den Fall, wo man die 
Evolute der Ellipse um die eine oder andere Halbachse der Ellipse 
rotieren lässt. 

15. Ninmit man in der Kardioide den Mittelpunkt C des 
erzeugenden Kreises zum Anfangspunkte eines rechtwinkligen Koor- 
dinatensystems, dessen positive x in der Richtung von C nach A 
gezählt werden, so ist 

2^8« 3a*— a;^± 2a)/3a*— 2ax, 
wobei von a;« — 3a bis x =^ + a nur das obere Zeichen gilt, und 
von x^ + a bis a;«= + ya beide Zeichen Geltung haben. Durch 
Umdrehung der Kurve um die o;- Achse entsteht eine Rotationsfläche, 
deren Querschnitte teils Kreise, teils Kreisringe sind. Für den 
ersten Teil des eingeschlossenen Raumes wird für 0:^== — 3a 

Fo,- jr[18a»+ 3a*a? - \x^~ |)/(3a*- 2aa;)»], 
woraus för x ^ a der Wert 207ra* folgt. Im zweiten ringförmigen 
Teüe des Rotationskörpers lasse man V^ mit Xq^^^ a beginnen; 
clies giebt 
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und als Volumen des ganzen ringförmigen Teiles -j^na^. Der ge- 
samte Inhalt des von der Eardioidenfläche erzeugten Rotationskörpers 
beträgt hiernach das Sechzehnfache von dem Volumen der Kugel 
mit dem Radius a. 

16. Die Fusspunktkurve der Ellipse hat zur Gleichung 
oder wenn Ya^ — b^ = c gesetzt wird, 



wobei die Wurzel nur positiv zu nehmen ist. Lässt man die Kurve 
um die rr- Achse rotieren, so folgt für Xq= 0, 



V:c = i7t\h^x-lx^+-}xyb^+4c'x'+ — l\^ \2 j 

das Gesamtvolumen des Rotationskörpers ist hiemach 
ja(2a^+3h') ^ h^ /a+c\\ 

17. Aus der Gleichung der Cassinischen Eurve (Tl.I, S. 103, 
Nr. 18) ergiebt sich 

y^ = ]/ä^+4cV- (c2 + Äj2), 

wobei das Wurzelzeichen nur positiv genommen werden darf. Man 
lässt die Eurve um die rr- Achse rotieren. 

Für h <. c erstreckt sich die Eurve auf der positiven Seite von 
X «= Yc^ — h^ bis X = ■j/c^~+~^, man bestimmt daher Xq «= "/c^— /i ; 
dies giebt 



Tch^ / 2cx+Y^^+^c^x ^\ 



und als Gesamtvolumen 



Im Falle 1i = c wird die Kurve zu einer Lemniskate; 
vorigen Formeln sind dann noch anwendbar. 
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Ist endlich Ä > c, so rechne man das Volumen von Xq= ab; 
dies giebt 

Yx = :7r j ■^xy¥+ 4tc^x^ —c^x — ^x^+—l[ ^ g ) > 

und als Gesamtvolumen 

18. Lässt man eine logarithmische Linie um die a;-Achse 
rotieren, so ist das Volumen einer Zone, welche von der Fläche und 
zwei Kreisen begrenzt wird, deren Radien die Ordinaten y^ und y 
sind, 

das von a;^j= — oo, 2/o^^ ^^ a? = 0, 3/ = & sich erstreckende 
Volumen hat demnach den endlichen Inhalt yTraZ)^. 

Nimmt man dagegen die y- Achse zur Drehungsachse, so folgt 

y X 

7y= TT I x^dy = — / x^e^dx^ 

das ist, wenn das Volumen von a?^ = ab gerechnet wird, 

Fj,=-7c(2a2— 2ax + x^)y\ 

das von t/o = ^ ^^ 2/ = ^ reichende Volumen besitzt hiemach den 
endlichen Inhalt 2na^h. 

19. Eine Kettenlinie werde um die a?-Achse gedreht, das 
Volumen von Xq= ab gerechnet und der rotierende Bogen mit s 
bezeichnet; es ist dann 

Ya> = \na{ax + ys). 

Lässt man die Kurve um die y- Achse rotieren, so wird, von 
yQ=^ a ab gerechnet, 

Vy = 7t{(2a^+x^)y- 2a(a^+xs)}, 

20. Die logarithmische Lemniskate (Tl. I, S. 110, Nr. 5) 
werde um die rr- Achse gedreht und das Volumen von a?o "^ ^ *^ 
gerechnet; es ist dann 

mithin das Gesamtvolumen des Rotationskörpers gleich einem Sechs- 
tel der umschriebenen Kugel. 
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21. Handelt es sich um die Kubatur des Botatiouskörpers, 
den die Flache der Traktorie einer Geraden (Tl. I, S. 111, 
Nr. 6) bei ihrer Umdrehung um die rc- Achse erzeugt, so muss man 
entweder die Formel 

X 

durch die folgende 

y 
yx^n{y^^ — 2 /a?y dy } 
yo 
ersetzen und hierin fOr x seinen Wert substituieren, oder x und y 
durch eine dritte Variable ausdrücken. Um das letztere zu thun, 
sei bei positiven x 

x^ a[l tan {^n + \q>) •— sinq>)^ y ^^ acostp^ 
so dass X von bis cx> w&chst und y von a bis abnimmt, wenn 
<p von bis y 7C geht. Für das von Xq » ab gerechnete Volumen 
ergiebt sich dann 

das gesamte Volumen des Rotationskörpers ist die Hälfte von dem 
Volimien einer mit dem Badius a beschriebenen KugeL 

22. Drückt man bei der Cykloide (Tl. I, S. 116, Nr. 14) 
X und y durch den Wälzungswinkel © aus und rechnet das Volumen 
von a^o ^ ^9 d. h. 0) = an, so erhält man 

Yx «= ^^'(-f- CO — 4 5i«a) + Y5inwcosa) + -|- si«'©), 
imd als Volumen des von einer ganzen Ojkloidenfläche erzeugten 
Rotationskörpers hn^h^. 

23. In der Ebene xa ist die durch die Gleichung 

^=)/2ci 
bestimmte Parabel konstruiert und um die a?- Achse gedreht worden, 
so dass ein Rotationsparaboloid entsteht. Diese Fläche wird von 
einem parabolischen Cylinder geschnitten, dessen erzeugende Geraden 
parallel zur ^e:- Achse liegen, und dessen Horizontalspur die Gleichung 

y = y25a?, 5 ^ c 
besitzt; man sucht das Volumen, das von der Horizontalebene, 
der Vertikalebene, dem am Ende des x normal zur a;- Achse ge- 
legten Schnitte und im übrigen von den beiden erwähnten Flächen 
begrenzt wird. 
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Nach der auf S. 133 unter f) entwickelten Formel erhftlt man 

V:, = i y&(c-2>) + carcsmy— L» 

Im speziellen Falle 6 «= c wird Vx zur Viertelkappe eines Ro- 
tationsparaboloids; die ganze Kappe ist hiemach gleich der Hälfte 
des umschriebenen Cjlinders. 

24. In dem vorigen Botationsparaboloide sei am Ende der 
Strecke OÄ «= a ein normaler Querschnitt ÄBG (Fig. 38) und durch 
die Gerade OB eine auf der ajy- Ebene 
senkrechte Ebene gelegt; man sucht 
das Volumen, das von den Ebenen 
OÄB, OÄCj ABC, der genannten 
Vertikalebene und im übrigen von 
der Fläche begrenzt wird. 

Als Gleichung der Geraden OB 
hat man 



Fig. 88. 



■i/? 



X, 



mithin für den Querschnitt am Ende des x 




Ux 



xyax • 



X' 



+ rr . aresin 



n}- 



hieraus findet sich durch partielle Integration 



Vx= c\ — — — arcsin 



t/jt . l&x^+ 2ax + Sa^ r-r t) 



und för das gesuchte Volumen 

25. Das vorige Rotationsparaboloid werde von einem elliptischen 
Cylinder geschnitten, dessen erzeugende Geraden parallel zur ;ei- Achse 
liegen, und dessen Horizontalspur durch die Gleichung 



■y 



— (2ax — x^) 



bestimmt, also eine Ellipse ist, die 2 a zur grossen Achse und 
ua Scheitel dieselbe Krümmung hat wie die Horizontalspur des 
Paraboloids. 
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Für den Querschnitt am Ende des x ergiebt sich 
\xy2ax 



CT^-cj- 



X' 



2a 



+ X . aresin 



-,/2a — icl 



wobei man bemerken möge, dass zufolge des bekannten Yerhältnisses 
zwischen Oentriwinkel imd Peripheriewinkel über demselben Bogen 
die Gleichung 



arcsin 



stattfindet. Man erhält nun 



/2a — X - / a — x\ 

-2a \\^-<^rccos—^) 



-X' 



ba^-2x^ 



- arccos - 



a — x lba^+6ax — 4:X^, 



24a 



« A 



14 ' 8 a 

und für das gesuchte Volumen 

26. In der a;;e;- Ebene sei eine durch die Gleichung 

c 
a 



■yx{2a-x)i 



Fig. 89. 




->4^^:T« 



bestimmte Ellipse konstruiert und um 
die a?- Achse gedreht worden. Das 
entstandene Eotationsellipsoid werde 
von einem elliptischen Cylinder ge- 
A X schnitten, dessen erzeugende Geraden 
parallel zur je? -Achse liegen und dessen 
Horizontalspur durch die Gleichung 

y = — )/a^ — ä;^ 5 < c 
a 

gegeben ist. Für das von x^^ an gerechnete Volumen erhält man 



und for x •■ 



Va= ^a IhYc^— h^ + c^ arcsin — j • 



27. Das vorige Eotationsellipsoid werde von einem vertikalen 
elliptischen Cylinder geschnitten, dessen Horizontalspur die Halb- 
achsen y«, yC besitzt und ihre Hauptscheitel in und A hat 

(Fig. 39). Es ist dann 



U,' 
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c 



V.= - 



c^ lS(2a^+Sa^x-x^) 



18a| 
und speziell 



ardan 



. Vi]- 

y- -(6 a*- 5 a«+ a«*)!/- . 



Fig. 40. 



Nach Abzug dieses Volumens bleibt von dem Oktanten des 
Ellipsoids ein Best, der einen rationalen Teil des Parallelepipeds 
aus den Kanten a^ c, c beträgt. 

28. Ein in der a;;ei- Ebene aus den Katheten OÄ'^a^ AG ^^ c 
konstruiertes rechtwinkliges Dreieck ist um die erste Kathete gedreht 
und dadurch ein Botationskegel 
erzeugt worden; letzteren schneidet 
eine in der Entfernung AB ^= b 
parallel za xz gelegte Ebene, und 
es wird nun das Volumen gesucht, 
welches von den Ebenen OAB, 
OAC, ABC, BEB und der 
Kegelfläche begrenzt wird (Fig. 40). 

Setzt man für den Augen- 
blick die Strecke 




0Ö = ^ 
e 



Ä, 



so ist 



^^_^jcyi^"irp ^ 6 



^F^ 



arcstn 



i]- 



durch Integration ergiebt sich hieraus das von dem Querschnitte 
GHJ an gerechnete Volumen imd speziell fiir o? ■« a 

ah'' 



Va = iabyc^-h^-^7t- 



ah\ 



+ 4- ac^ arcstn h x U . 1 • 



Addiert man das Volumen OGHJ und bezeichnet den Winkel 
CAB mit f, so folgt 

F= \ac^{B + sin2s + sin^ s .1 tan y b). 

Schlömilchy Übungsbuch 11. 4. Aufl. IQ 
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Dieselbe Aufgabe lässt sich auch dadurch lösen, dass man in 

der beliebigen Entfernung AM «« y (Fig. 41) einen Schnitt MNF 

parallel zur Ebene xz legt, dessen Flächeninhalt Uy und darans 

das Volumen OÄMNPCÄO berechnet. Der Schnitt ist eine mit 

ay 
den Halbachsen — und y versehene Hyperbel, deren höchster Punkt P 
c 



die Koordinaten a und "j/c* — y^ besitzt; es ist daher 
mithin durch Integration 

y C C ^ 



c+yT'- 



c c 
woraus sich för y = fe derselbe Wert wie vorhin ergiebt. 

Fig. 41. Fig. 42. 



-)!• 




Ä 







29. Eine aus dem Koordinatenanfange mit dem Eadius OB = o 
beschriebene Kugelfläche bildet die obere Begrenzungsfläche eines 
vertikal stehenden rechtwinkligen Parallelepipeds, dessen Basis die 
Seiten OA = a und OB = h besitzt (Fig. 42); man sucht das 
Volumen dieses Körpers, welches als Inhalt von dem vierten Teile- 
eines Kugelgewölbes anzusehen ist. 

Der Flächeninhalt des Querschnitts am Ende des x beträgt 

U:, = \\hyc^-h^-x^+ (c^-x^) aresin— =L= 
1 yc^—x^ 

setzt man nach geschehener Integration a? = a und fuhrt die Hilfs- 
winkel a^ ß, y mittels der Formeln ein 
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stna 



Vc 



zi sin ß = 



a 



s%ny ^ 



ah 



y(c2^a^(c«-62) 



= sin a sin ß^ 



so erhält man 

In dem speziellen Falle OC = OD wird einfacher 



Fa= i^{a«+ h^+ (a + 6)»- 2l/(aM^}. 
30. Ein elliptisches Paraboloid, dessen Gleichung 

2^ = - + T 
a 

sein möge, wird von zwei Ebenen geschnitten, deren erste in der 
Entfernung OL «= x parallel zur i/^-Ebene, und deren zweite in der 
Entfernung OC = c parallel ztir a;i/- Ebene 
liegt (Fig. 43); man sucht das zwischen der 
Fläche der «z;?- Ebene und den beiden ge- 
nannten Ebenen enthaltene Volumen. 

Der parabolische Querschnitt FMQ hat 
die Fläche 



Fig. 48. 



rJ^-\Y- 



h{2ac-x^y 



2\3 



und hieraus findet sich 

Vx *= yäh\ c^ aresin— -=r 
l y2ac 




+ ^(^^^>/2^ 



Für X = y2ac wird hieraus das Volumen der halben Kappe 
von der Höhe c. 

31. Die allgemeine Gleichung der Flächen zweiten Grades, 
nämlich 

Ax^+ By^+ Gz^+ 2I)y0 + 2Ezx + 2Fxy + 2G^a? + 2Hy 

+ 2Jz + K^0 

gestattet folgende leicht zu übersehende Vereinfachungen. Nimmt 
man einen Punkt der Fläche zum Koordinatenanfang, so ist -£■= 0; 
setzt man femer voraus, dass die a?3/- Ebene und die Fläche ein- 
ander im Koordinatenanfange berühren, so muss gleichzeitig (r = 

10* 
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und H ^ sein; endlich lässt sich durch passende Drehimg des 
Koordinatensystems um die je^- Achse noch das Produkt Fxy weg- 
schaffen, mithin bleibt 

Es soll nun das Volumen V einer Zone berechnet werden, 
deren Begrenzungsebenen in den Entfernungen Zq und z^ parallel 
zur icy- Ebene liegen, wobei die Schnitte der Flache mit den ge- 
nannten Ebenen als Ellipsen vorausgesetzt werden. 

Der Schnitt der Flftche mit einer in der Entfernung h parallel 
zur o;^- Ebene gelegten Ebene hat zur Gleichung 

A^ + -ä)+^\' + -b)- ^^ ^"'^'' 

und wenn dieser Schnitt eine Ellipse ist, so beträgt seine FlAche 

wofür kurz geschrieben werden möge 

m = yÄ« + ßh. 



] 
Hiemach ist l 

2, ' 



r,^f(ßz + ye^dz, 



Zo 



mithin das gesuchte Volumen 

F= (^1 - *o) { T^(«0 + ^l) + hW + hh + *!*) } • 

Bei dem elliptischen Paraboloide ist y = 0, mithin 

oder, wenn man mit Q^ und ^ die begrenzenden Querschnitte der 
Zone bezeichnet, 

^=i(^i-^o)(öo+ei)- 

Bei den zentrischen Flächen sind die begrenzenden Quer- 
schnitte 

und der mittlere, in der Entfernung \{Zq-\- z^) liegende Querschnitt, 
der M heissen möge, ist 

zufolge dieses Wertes ergiebt sich 
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32. Ist überhaupt eine Fläche so beschaffen, dass ihr Durch- 
schnitt mit einer in der Höhe z parallel zu xy gelegten Ebene 
durch eine Formel von der Gestalt 

U^-='a + ßz + yZ^ 
quadrierbar ist, so lässt sich das Volumen der Zone zwischen den 
in den Höhen Zq und z^ gelegten Ebenen auf folgende Weise dar- 
stellen * 

wobei Qq^ M und Q^ dieselbe Bedeutung haben wie in Nr. 31. 

33. Paraboloidische Kappen. Bezeichnet p den Abstand 
einer Ebene vom Koordinatenanfange und wird zur Abkürzimg gesetzt 

cos{p,x)=^a, cos(p,y)^ß, cos(p,z)^y, 
so ist bekanntlich die Gleichtmg der Ebene 
CCX + ßy + yz-=p. 
Verbunden mit der Paraboloidgleichung 

Äx^ + By^^2z 
giebt dies durch Elimination von z 

Äx^ + By^+2 — x+ 2^y-^^0 
7 7 7 

als Gleichimg der Horizontalprojektion des Schnittes. Falls dieser 
eiae Ellipse ist, was nur bei dem elliptischen Paraboloide vor- 
kommen kann, hat man fiir die Fläche der Horizontalprojektion 
(nach S. 86, Aufg. 8) 

woraus sich durch Multiplikation mit sec(p^z) die Grösse der 
Schnittfläche ergiebt, nämlich 

y^YAB^ ^7 ^r 

Dieser elliptische Schnitt zieht sich auf einen Punkt B zusammen, 
wenn p denjenigen speziellen Wert h erhält, welcher durch die 
Formel 

bestimmt ist; die Berührungsebene in R liegt dann parallel zur 
vorigen Schnittebene. 
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Das Paraboloid und die Schnittebene begrenzen zusammen eine 
Kappe, deren Volumen sich aus der Gleichung 

^ Cr. . /* 27r P — Ä , 

h h 

ergiebt; fOhrt man gleichzeitig die Halbparameter der Fläche ein mittels 

der Gleicbimgen -4 *— — und jB — ----» so erhält man schliesslich 
a 

Diese Formel gewinnt an Einfachheit, wenn man die Spitze T 
desjenigen elliptischen Kegels, welcher das Paraboloid längs der 
Schnittlinie berührt, in Bechnung bringt. Der Punkt T, dessen 
Koordinaten u, v, w heissen mögen, ist dann der Pol für die Ebene 

€cx + ßy + yz^p 
und daher muss diese Gleichung identisch sein mit der Gleichung 
der Polarebene* 

u , V 

— x + — y — Z'^^w, 

a 

p h 
Hieraus ergeben sich die Werte von «, /3, — ? — > und es wird 

oder, wenn man beachtet, dass 

* Die Gleichung einer Fläche zweiten Grades sei 
Ax^+ By*+ Cz*+ 2Jz + K:=0 
und T der Pol mit den Koordinaten u^ v, w. Verbindet man Tmit einem 
Flächenpunkte P, für dessen Koordinaten x^ y, z die obige Gleichung gilt, 
und bezeichnet die laufenden Koordinaten der Geraden PT mit J, ij, ^^ 
80 hat man 

^-x ^ rj-y ^ S-z 
u—x v—y W—z 

oder, wenn der gemeinschaftliche Wert dieser Quotienten =X und 

u-x^x^, v — y=^y^, w — z = z^ 
gesetzt wird, 

i^xx^+x, v^^yo+y^ ^=^^0+«- 

Die Gerade PT schneidet die Fläche in einem zweiten Punkte Q^ dessen 
Koordinaten dadurch gefunden werden, dass man die ursprüngliche 
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A «* _L *'* 

M,i> und ,.•,= -+- 

die Koordinaten des Kappenscheitels E sind, 
Yp^ 7t Yab (w^ — ijüf. 
Hierin liegt der Satz: bewegt sich der Pol T auf dem Paraboloide 

2^+26 = «' + *' 
dessen Scheitel um Iz tiefer liegt als der Scheitel des ursprünglichen 
Paraboloides und das dieselben Halbparameter a und 6 besitzt, so 
bleibt das Volumen konstant == n yah . k^, 

34, Ellipsoidische und hyperboloidische Kappen. Unter 
Beibehaltung der vorigen Bedeutungen von a^ ß^y und p ergiebt sich, 

dass die Ebene 

ax + ßy + 'yz =p 
mit der Fläche 

einen Schnitt bildet, dessen Horizontalprojektion durch die Gleichung 
A^x^+B,f+ 2C^xy + 2D^x + 2E^y + JF\ = 

dargestellt wird, worin die Koeffizienten folgende Werte haben: 
A^ « Ay^ + Ca\ B^ = By^ + Gß\ C^ = Caß, 
A ^ - ^«P, ^1 = - ^/5p, F, = Cp'^ y\ 

Gleichung Ax*-\-By*-\- u. s.w. auf den Punkt |ijf anwendet; dies giebt 
für l eine quadratische Gleichung, deren Wurzeln sind 

X-0 und X- 2 ^^^^^Sy,' + Cz,' 

Der Wert A = giebt 4 = a:, r? = y, t = 2y entspricht also dem Punkte P; 
der andere Wert von X bezieht sich daher auf den Punkt Q. Soll nun 
die Gerade PT die Fläche berühren, so muss Q mit P zusammenfallen, 
mithin der zweite Wert von X gleichfalls verschwinden; dazu gehört 

AXf^x + By^y + Cz^z + IZo^O 

oder vermöge der Bedeutungen von x^^ y^, Zq 

Aux+Bvy + Cwz-Jz + Jw^Ax^i-By*+Cz*^-(2Jz + K), 
'^' Aux + Bvy + {Cw + J)z + Jw + K^O, 

und diese Gleichung bestimmt die Polarebene, in der die Berührungs- 
punkte hegen. 
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Falls C^ — Ay^B^ negativ, mithin 

^^^(j + ? + 9>^ 

ist und wenn zur Abkürzung 

. «* /3« y« 
A^ B^ C 
gesetzt wird, hat die Horizontalprojektion des Schnittes den Flächen- 
inhalt ,,2 ov 

YÄBC,h^' 
welcher für p = h verschwindet. Hieraus ergiebt. sich die Grösse Sp 
des Querschnitts und schliesslich als Volumen der abgeschnittenen, 
von dem elliptischen Schnitte und von der Fläche begrenzten Kappe 

Legt man durch einen Punkt T, dessen Koordinaten «*, v, iß 
sein mögen, Tangenten an die Fläche, so bilden die Berührungs- 
punkte einen Kegelschnitt, dessen Ebene die Polarebene for den 
Pol T darstellt und zur Gleichung hat 

Aux + Bvy + Cwz = 1. 
Diese Polarebene wird identisch mit der vorigen Schnittebene, wenn 

— =^w, ^=Bv, ^ = Cw 
P ' P P 

ist; wegen a*+ j3*+ y*= 1 folgt hieraus 

P__ 1 

^ ^ yAu^ + Bv^+ Cw^ 
Bezeichnet den Mittelpunkt der Fläche, OT = r den Eadiusvektor 
des Poles T, femer B den Durchschnitt von OT mit der Fläche, 
endlich OB *= r^^ den Eadiusvektor von 22, so ergiebt sich leicht 

^ f\ 

h^ r 
und daher ist auch 

3yÄBC\ r \rj j 

Hieran knüpft sich noch folgender Satz: wenn das Verhältnis 
r^ : r einen konstanten Wert behält, d. h. wenn der Pol auf einer 
Fläche fortrückt, die der gegebenen Fläche konzentrisch und ähnlich 
ist, so behält auch Vp einen konstanten Wert. 
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Die Formel for F^ liefert bei dem Ellipsoid imd beim geteilten 
Hyperboloid reelle Ausdrücke, dagegen wird Vp imaginär beim 
einfachen Hyperboloid; in der That besitzt die letztere Fläche zwar 
elliptische Schnitte, wölbt sich aber über diesen nicht zu einer 
Kappe zusammen. 

§18. 
Die Komplanation von Cylinderflächen. 

Allgemeine Formel. In der Horizontalebene (Fig. 44) sei 
eine durch ihre Gleichung zwischen OL^=x und LM = y bestimmte 
Kurve HM gezeichnet und durch jeden ihrer Punkte eine Gerade 
parallel zur je? -Achse gezogen; auf gleiche Weise sei in der Ebene 
xz eine Kurve JN bestimmt durch ihre Gleichung zwischen x und 
X^= und durch jeden ihrer Punkte 
eiile Gerade parallel zur Achse der y 
gelegt; die beiden entstandenen Cy- 
linderflächen schneiden sich in einer 
Kurve KF. Ist noch ein Anfangs- 
wert OG >= Xq gegeben, dem die 
Ordinaten GH imd GJ entsprechen, 
so begrenzen die Geraden J'JST, NP 
und die Kurven JN, KP ein Stück 
der zweiten Cylinderfläche, von dem 
(jrLMH die Horizontalprojektion dar- 
stellt, und dessen Flächeninhalt 8 
mittels der Formel 



Fig. 44. 




8^Jyy^T+7~^'dx 

Xo 

berechnet wird. 

Wenn sämtliche längs HM vorkommende y negativ sind, so 
wird 8 gleichfalls negativ; die Fläche 8 gilt daher als positiv oder 
negativ, je nachdem sie vor oder hinter der a?;?- Ebene liegt. Falls 
die Kurve HM die oj- Achse schneidet, besteht 8 aus positiven und 
negativen Teilen, die einzeln benichnet werden müssen. 

Wenn jedem x zwei Ordinaten LM^^y^ imd LM^^= y^> y^X) 
entsprechen, so bildet die Horizontalprojektion von 8 ein gemischt- 
Hniges Viereck H^H^M^M^^ und die darüber liegende Cylinder- 
fläche ist 
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S^J\y,-y,)Vir+7'^^dx, 



Fig. 45. 



Falls die Kurven Bi^My^ und H^M^ einander schneiden, sind die 
entstehenden Mächen einzeln zu berechnen. 

Beispiele. 1. In der xy- Ebene ist ein rechtwinkliges Dreieck 
aus den Katheten OÄ = a^ AB ^h konstruiert, in der Vertikal- 
ebene xz eine Parabel ÄNC^ 
deren Scheitel auf der i?- Achse 
in der Höhe OC=^c Hegt (Fig. 45); 
wird nun diese Parabel zum nor- 
malen Querschnitte eines horizon- 
talen Cylinders genommen und 
\A_ die Fläche CNP mit S^ be- 
^zeichnet, so ergiebt sich 




""' a ' 12a^(^ 

Die ganze Fläche CÄB^ die einen Teü eines Kloster- 
gewölbes mit parabolischer Krümmung darstellt, besitzt dem- 
nach den Inhalt 

h y(a^+4cy~a» 

2. Lässt man in der vorigen Aufgabe an die Stelle der Parabel 
einen Kreisbogen treten, so erhält man bei dem kreisförmigen 
Klostergewölbe 



Sa^ 



2a 



3. Handelt es sich um die Oberfläche des elliptischen Kloster- 
gewölbes, so ist der Kreisbogen ÄC durch einen Ellipsenquadranten 
zu ersetzen; dies giebt, wenn a > c. 



Sx=-— 1x1/ —2 g- dx, 

aj Y ar— x^ 



dagegen im Falle a <ic 

b /-,/ a«+XV , 



8. 



Y^^^ 



y?^^ 
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Die angedeuteten Integrationen sind mittels der Substitution 
a^— x*«=^* leicht ausführbar; wird schliesslich a; ==» a genommen, 
so ergiebt sich för das gedrückte Gewölbe 

«..,..{x + l^,(l±i)), 

und für das überhöhte Gewölbe 

1 1 + 1^ 1 

^a = y «^ 1 1 H : — ardan A \ . 

4. Lässt man in der vorigen Aufgabe an die Stelle der Ellipse 
die Astroide treten, deren Gleichimg ist 

X _1 JL 

so erhält man 



\^ 



]/^ = |y*, 



wobei s den Bogen der Cylinderdirektrix bezeichnet. 

Hiemach beträgt Sa sechs Fünftel seiner Horizontalprojektion. 

5. Die Kurve AC sei wieder eine Ellipse und als Horizontal- 
projektion der Fläche werde eine aus den Halbachsen a und h kon- 
struierte Ellipse genommen; es ist dann 



Sx= -r-\ — ^ arcsin — > » « = ? 

2 a £ a \ a 



Sa^\ah\cosy -\- -T— )» cosy = —' 



und für a? = a 

c 

siny' ' a 

6. Die Kurve AC sei wieder eine Ellipse, und als Horizontal- 
projektion der Fläche werde die schleifenförmige Kurve genommen, 
deren Gleichimg 



hx 



ist; man findet dann 

7. Die Kurve HM sei eine Ellipse, JN eine semikubische 
Parabel, mithin 

man erhält dann 
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«.-s|'»-C'«+")l/(^)') 

und speziell 5«= \^ah. 

8. Die Gleichungen der beiden Kurven mögen sein 



hc 



y = -, g =- y?-^; 

c — X 

für die von a; = ab gerechnete Cylinderfläche ergiebt sich dann 
die Formel 

deren Sinn aus der Projektion auf die ^;e:- Ebene leicht zu ersehen ist. 

9. Nimmt man als Gleichimgen der beiden Kurven 

bx^ xYd^ — x^ 

y = -ö 2? z = — j 

a^-x^ ys,a 

so erhält man 

Sx = yz. 

10. Aus den Gleichungen 






ergiebt sich der einfache Wert 

Sx = xy, 

11. Die Kurven HM imd JN seien bestimmt durch die Gleich- 
imgen 

€? — x^ ( c^ \ 
y = h 5 — 5 z = al\—^ 5): 

es ergiebt sich dann 

woraus folgt, dass Sa das Doppelte seiner Horizontalprojektion beträgt. 

12. Lässt man in der vorigen Aufgabe an die Stelle der Parabel 
eine aus dem Mittelpunkte mit den Halbachsen a und & kon- 
struierte Ellipse treten, so erhält man 



If . X xya^—x^\ 

iSa: = — l 3 a . arcsm I ; 

2 \ a a / 

Sa beträgt hier das Dreifache seiner Horizontalprojektion. 
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13. Die Horizontalkurve sei eine Hyperbel, die Vertikalkurve 
eine Eettenlinie, nämlich 



= r- -^x^ — a^ 



es ist dann 



^;r 



2a' 



f'x + yx^ 



^y, 



14. In der xz-lSibene sei die Traktorie einer Geraden (Tl. I, 
S. 111) so gelegt, dass ihre Spitze mit dem Koordinatenanfange 
zusammenfällt und ihre Asymptote in der 
Entfernung 0Ä=^ a senkrecht auf der Z 
ic- Achse steht (Fig. 46); die Kurve hat 
dann zur Gleichung 



Fig. 46. 



\al 



a +y2ax 



x^ \ 



— y2aaj — i»l 




a — y2ax — ju y ^ 

Nimmt man als Begrenzungskurve der 
Horizontalprojektion eine durch A gehende 
Parabel, deren Scheitel auf der y- Achse 
in der Entfernung OB = h liegt, so erhält man 

bx(2a + x) 
^^ 2^ ' 

hiemach beträgt Sa neim Viertel seiner Horizontalprojektion. 

15. Ersetzt man in der vorigen Aufgabe die Parabel durch 
einen aus den Halbachsen OA und OB konstruierten Ellipsen- 
quadranten, so findet man 

8x= hla — f/a^ — x^+ a. aresin— U 
und spezieller Sa = (l + -|- tt) a&. 

16. Lässt man in der vorigen Aufgabe an die Stelle des Ellipsen- 
quadranten eine Halbellipse treten, deren Halbachsen ya und -|-& 
sind, so erhält man 

8x=h\a. arcsinX/ YöcJöT— x) |, 

und spezieller Sa gleich dem Vierfachen seiner Horizontalprojektion. 

17. In der aj^e?- Ebene sei eine Cykloide so gelegt, dass ihr 
Scheitel mit dem Koordinatenanfange zusammenfällt und ihre Basis 
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in der Entfernung 0Ä^2a senkrecht auf der a;- Achse steht; es 
ist dann 

dz T /2a — X 



t-. 



dx r X 

Als Horizontalprojektion der zu komplanierenden Mäche sei die Parabel 

y '^y2hx 
genommen; es ergiebt sich dann 

8ai= 2yäh.x. 
Hiemach verhält sich S^a zu seiner Horizontalprojektion wie 3 : 2. 

18. Ersetzt man in der vorigen Aufgabe die Parabel durch 
eine aus den Halbachsen a imd h konstruierte Ellipse, so erhält man 



und spezieller /S'2a=yö2>. 

19. Lässt man in der vorigen Aufgabe an die Stelle der Ellipse 
eine durch die Gleichimg 

bestimmte Cissoide treten, so findet man 

und spezieller >S'2a= yö^ 

20. In der a;^- Ebene sei mit dem Halbmesser a ein Ereis 

beschrieben, dessen Mittelpunkt der Eoordinatenanfang ist; in der 

a?^ -Ebene sei die Fusspunktkurve der Ellipse als Begrenzung der 

Horizontalprojektion des zu bestimmenden FlächenstQcks genommen; 

man hat dann 

(x^ + y^^a^x^+hY, 
und hieraus 

um die Wurzel aus dem Zähler wegzuschaffen, benutze man die 
Substitution 

und setze zur Abkürzung 
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es wird dann sehr einfach 



ah /^ udu 



h 

Hieraus ergiebt sich, wenn nach ausgeführter Integration x^a also 
ti c» genommen und 

-1 «» g 

a 

gesetzt wird, 

21. Lässt man in der vorigen Aufgabe an die Stelle der Fuss- 
punktkurve der Ellipse die Fusspunktkurve der Hyperbel treten, so 
hat man 

^ 

und femer wenn 



gesetzt wird, 

u 

""^ 2)/^^4fpJ y(i, + 6) (t* + c) 

h 

Nach ausgeführter Integration erhält man für ä; = a also u = c und 



^ = B 



die Formel 



Im speziellen Falle fe = a wird die Fusspunktkurve zur Lem- 
niskate und 

/Sa« a»{y^- 1 -1/2 J(2+l/6-V^~>/3)}; 

hieraus folgt, dass sich Sa zu seiner Horizontalprojektion nahezu 
wie 1,43 zu 1 verhält. 
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§19. 
Die Eomplanation von Umdrehungsfläohen. 

Allgemeine Formeln. Eine durch ihre Gleichung zwischen 
den rechtwinkligen Koordinaten x und y bestimmte, in der Ebene xy 
liegende Kurve werde um die a;- Achse gedreht, bis sie wieder in 
ihre ursprüngliche Lage kommt; der von einem gegebenen Anfangs- 
punkte x^y^ bis zu einem beliebigen Endpunkte xy reichende Kurven- 
bogen s beschreibt dann eine Eotationsfläche, deren Inhalt T^ 
mittels der Formel 

X 

berechnet wird. 

Geschieht die Drehung um 
die 2/ -Achse, so gilt die analoge 
Formel 



Fig. 47. 




Ty=-2%l'xyi + y'^.dx, 

Xo 

Allgemeiner ist die folgende 
Aufgabe (Fig. 47). Eine in der 
Ebene X0 gezeichnete Kurve tTX 
sei um die o;- Achse gedreht und die entstandene Eotationsfläche 
werde von einem vertikalen Cy linder geschnitten, dessen Leitlinie 
HM in der a?«^- Ebene gegeben ist. Setzt man OG = Xq, OL^^x, 
LM = t/, LN = z und bezeichnet mit Sx den Inhalt des Flächen- 
stückes KJNP^ dessen Horizontalprojektion GH ML ist, so hat man 



Sx = f^yi + ^'^- aresin — dx. 



Nimmt man speziell ^ = y, so geht 4,Sx in das frühere Tx über. 
Beispiele. 1. Wird die Parabel 
y^= 'ipx 
mn die rc- Achse gedreht, so ist för eine Kappe des entstehenden 
Eotationsparaboloids 

Dagegen ergiebt sich bei der Drehung um die t/- Achse 

A-i«fö(«'+/)-i"<^)]- 
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2. Eine aus den Halbachsen a und h konstruierte Ellipse werde 
um die grosse Achse 2 a gedreht; die Fläche der von a; = ab 
gerechneten Zone ist dann 



a s a \ a 



Tx^ 7to]—^ 1 arcstn — p 6 = 



Das Doppelte von Ta giebt die Oberfläche des gestreckten 
Botationsellipsoids 



= 27i;fe( fe H arcsine). 



Wird dagegen die Ellipse um die kleine Achse 2& gedreht, so 
ist die Fläche der von ^ = ab gerechneten Zone 



T.^na^ i + T'V i )\' * r~' 

das Doppelte von T^ giebt die Oberfläche des abgeplatteten 
Eotationsellipsoids 

= 27ta[a + 1?(A +yT+T^)] = 27ra[a + ^?(|/i±l)]. 

3. Für die beiden Hyperboloide gelten ähnliche Formeln, bei 
denen nur zu beachten ist, dass man Ton- Xq^^ a ausgehen muss. 

4. Die schleifenförmige Kurve, deren Gleichung ist 



xVa^ — x^ 
y8 .a 

giebt bei der Umdrehung um die a?- Achse 

n x\Za^-x^) 

^^^¥ ä' ' 



die ganze Oberfläche des entstandenen Botationskörpers ist hiemach 
Wird dieselbe Kurve um die t/- Achse gedreht, so findet sich 






„ n 5o»-(5a»-2a;«)ya«-a!» 
z„ == 



^ 3/2 « 

und die Gesamtoberfläche = y tt i/2 . c?. 



Schlö milch, Übungsbuch IL 4. Aufl. \\ 
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5. Die Astroide, deren Gleichung ist 

werde um die ic- Achse gedreht, es ist dann, wenn iC = acos'i|;, 
y ^ a sin^ if; gesetzt und demgemäss auch ds durch t/; ausgedrückt 
wird, 

woraus ^7ta^ als Oberfläche des ganzen Eotationskörpers folgt. 

Auf gleiche Weise lässt sich der Fall behandeln, wo die Evo- 
lute der Ellipse um eine ihrer Achsen gedreht wird. 

6. Bei der Eardioide hat man 

a? = 5(1 + cos6)cosd, y = &(1 + cosd)sind^ 
mithin, wenn die Kurve um die o;- Achse gedreht wird, 
Z,= fnb\l-cos^e), 

imd die Gesamtoberfläche des Rotationskörpers ==y7C&^ 

Lässt man die Eardioide imi die t/- Achse rotieren, so entstehen 
zwei Umdrehungsflächen, eine äussere, die den Werten = 
bis 6 = y TT entspricht, und eine innere, bei der mit -|-jt anfängt 
imd mit n aufhört. Für die äussere Oberfläche ist 

mJthJTi die gesamte äussere Fläche 

ö 

Bei der inneren Fläche setze man = tc — iy imd vertausche x gegen 
— aj, um positive Abscissen zu erhalten; es ergiebt sich dann 

und für die ganze innere Fläche 

5 

Die gesamte krumme Oberfläche des entstandenen Hohlkörpers ist 
deünnacdi 

16(3/2-2) ^^, 
5 

7. Die rotierende Kurve sei die Fusspunktkurve der Ellipse, 
mithin ihre Gleichung 
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werden Xj y und ds durch 6 ausgedrückt, so ergiebt sich als Ge- 
samtoberfläche des bei der Botation um die o;- Achse entstehenden 
Körpers 

Durch Drehung der Kurve um die ^- Achse dagegen entsteht 
ein Botationsk5rper yon der ObeJHßiäche 






8. Die rotierende Kurve sei die Eusspunktkurve der Hyperbel, 
nni'frihiTi ihre Gleichung 

verfahrt man wie bei der vorigen Aufgabe und beachtet, dass 

arctan — der Maximalwert von ist, so erhält man 9Sa die Gesamt- 
h 

Oberfläche des bei der Drehung um die x- Achse entstehenden Körpers 






+ 



_3/ (<^Hyg"~&")(g-yg^--^ \l 

2(2— y2)^cg^ g = *, 

2« i g* , + , arccos ^^ -^ ■ [ y 

a<h. 
Lässt man dagegen die Kurve um die ^- Achse rotieren, so 
beträgt die Oberfläche des entstandenen Rotationskörpers 

{h 4 arccos — U g > &, 

y^2:pp| ^y^2zr^ a\ 

9. Lässt man eine Kettenlinie um die o;- Achse rotieren, so ist 
der Flächeninhalt der von o^q » ab gerechneten Zone 

Z^'^n{ax-\'ys)\ 

11* 
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bei der Rotation um die ^- Achse ergiebt sich dagegen als Ober- 
fläche einer von ^q °^ ^ ^^ gerechneten Kappe 
Zy= 2n\xs — a(y — a)]. 

10. Wenn die Traktorie der Geraden um ihre zur Abscissen- 
achse genommene Asymptote rotiert, so ist der Flächeninhalt der 
von o; = 0, y « a ab gerechneten Zone 

Zx^ 2%a{a — y); 
die Gesamtoberfläche des entstandenen Rotationskörpers beträgt nüt- 
hin das Vierfache der Kreisfläche na^. 

Die Berechnung von Zy führt auf ein Integral, welches sich 
nur durch Verwandlimg in eine imendliche Reihe entwickeln lässt 

11. Nimmt man in der Cykloide einen Scheitel zum Koor- 
dinatenanfang, die Scheiteltangente zur ^- Achse, und bezeichnet den 
Durchmesser des erzeugenden Kreises mit Ä, so ist s = 2)/^, mit- 
hin die Oberfläche einer von a; « ab gerechneten, durch Drelnmg 
imi die x- Achse entstandenen Kappe 

Zx=-^^{ys^^[h^-yh(h-xf]y, 

&Lr X =^h ergiebt sich als Oberfläche des ganzen Rotationskörpers 

Lässt man dagegen die Cykloide um ihre Basis rotieren, so ist 
die Mäche der von y = ab gerechneten Zone 

= 47c(Ä — ^x)yhx^ 

mithin die Oberfläche des von einem ganzen Cykloidenzuge erzeugten 
'Rotationskörpers = y nh^. 

12. Eine in der Ebene xz konstruierte, durch die Gleichung 



a 

bestimmte Ellipse sei um die a;- Achse gedreht und hierdurch ein 
Rotationsellipsoid erzeugt worden; letzteres werde von einem ver- 
tikalen elliptischen Cylinder geschnitten, dessen Horizontalspur die 
Gleichung 

b 



y = ~ Va^ — x\ h <c 
a 

haben möge; es soll derjenige Teil der EUipsoidoberfläche berechnet 
werden, welcher innerhalb des Cylinders liegt. 
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Nach der auf S. 161, Aufgabe 2, eingeführten Bezeichnung ist, 
von oj = ab genommen. 



Sx= — / Va^— e^x^. aresin — dx, e = 

aj CO 



oder 



arcsm - 
c 



K '= 4:c\ c -\ — , arccos — l aresin - 



e ( r-^ «-« , a^ . ix\ 

Äj = -— i xyci? — e^x^ H arestn — \ 

2a l ^ e a } 

Das Achtfache von Sa giebt die gesuchte Fläche 

h_ 
Ya^-c^^'^^" a\^'^"^'^ e 

Für e^ a geht das Ellipsoid in eine Kugel über und es wird 

_ ^ p . h 
K = Sa^ arestn — 
a 

13. Ein aus dem Koordinatenanfange mit dem Eadius a in der 
iC;2r- Ebene beschriebener Kreis sei um die a;- Achse gedreht und 
dadurch eine Kugelfläche erzeugt worden. Diese werde von einem 
vertikalen Cylinder geschnitten, dessen Horizontalspur die Gleichung 

hy^y{a^-x^)Q>^'-x^), h'^a 

haben möge; man sucht den innerhalb des Cylinders liegenden Teü 
der Kugelfläche. 

Für a^Q = ab gerechnet ist 



r Vh^-x^ r ^ 

Sx^ a j aresin- — dx -= a I arecos — dx 



= a ( & — ]/6^ — x^+ X . areeos — j> 
und hieraus findet sich fOr die ganze Fläche 

K=^ ^ayh — )/&^ — a^ + a. areeos —-y 

In dem speziellen Falle 6 = a wird der Cylinder ein parabolischer 
Cylinder und Ä"«= 8a^ 

14. Die vorige Kugel werde von einem Cylinder geschnitten, 
dessen Horizontalspur die schleifenformige, durch die Gleichung 
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charakterisierte Kurve ist; es ergiebt sich dann 

jr= Sala,arcsin-r — h +>/&*— aM. 

15. Die vorige Kugel werde von einem vertikalen Kreiscylinder 
geschnitten, dessen Horizontalspur die Gleichung 

{x — cy+ y^^ia — c)^ c<a 
haben möge; es ist dann 

Sx^a I arcsml/ 1 ; dx =^a 1 arccos]/ — ; — dx. 

J Y ö + a? J V a + x 



Mittels der Substitution 



2c 



^' 



a + x 

imd durch partielle Integration findet man den Wert des Inl^grals, 
wobei XQ=2c — a genommen werden muss; das ganze innerhalb 
des Cylinders liegende Stück der Kugelfläche ist 

ir= 8a| a. arccos^ }/c(a — c)\. 

In dem speziellen Falle c==ya kommt der Cylinderdurchmesser 

gleich dem Kugelhalbmesser und 
es wird 

mithin der von der Halbkugel 
übrig bleibende Eest = 4 a*. 

16. Die vorige Kugel werde 
von einem vertikalen, para- 
bolischen Cylinder geschnitten, 
dessen Horizontalspur durch die 
Gleichimg 
A X y*=2fe(a — a;), h<a 

bestimmt ist und die Horizontal- 
spur der Kugel in zwei Punkten 
schneidet, die der Abscisse OG = 2h — a entsprechen (Fig. 48). 
Verfährt man ähnlich wie vorhin und nimnit Xq= 2h — a^ so erhält 
mai^ für dasjenige Stück der Kugelfläche, das innerhalb des Cylinders 
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liegt und ausserdem von der (allseitig erweiterten) Vertiklidebene 
GHJ begrenzt wird, 

jr= 4al2")/&(a — &) — nl + 2a.arcsinl/ — }' 

Im speziellen Falle & = -|- a wird jK" ^ 4 a^. 

17. Um die Oberfläche des Kugelgewölbes zu bestimmen 
(Fig. 49), worin der Kugelradius OD =^ c und femer OÄ = a, 
OB = h ist, hat man zunächst Fig. 49. 

h 



S. 



= eß 



arcstn - 



y?--^ 



da?; 



benutzt man die partielle Integration 
und nachher die Substitution 
cu 



X = 



so findet man 

Sa=^ c(aa + hß — cy), 
worin die Bögen a, jS, y durch die 
Gleichungen 

sinß = 




stna 



b^ 



sin y =' sin a sin ß 



bestimmt sind. 

Wenn der Punkt 6r in der Horizontalebene liegt, ist einfacher 
^a = y 7CC (a + & — c). 

18. Ein ßotationskegel OABC (Fig. 50) wird von einem 
vertikalen Cylinder geschnitten, dessen Horizontalspur eine semi- 
kubische Parabel ist; man verlangt 
den Inhalt desjenigen Teiles der 
Kegelfläche, der innerhalb des Cy- 
linders liegt und überdies von der 
Vertikalebene AB ^begrenzt wird. 

Für OA^^ a, AB = ft, 
OC = c hat man 



Fig 50. 



a 
hc 




& 



gl (8aj^— 3a^ arcsinl/ — +(3a + 2x) yx(a — x) |; 



die gesuchte Fläche beträgt hiemach fünf Achtel des Kegelmantels. 
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19. Der vorige Kegel werde von einem vertikalen Cylinder 
geschnitten, dessen Horizontalspur die schleifenförmige, durcli die 
Gleicliung 

hx /-5 9 

u 

dargestellte Kurve ist; man erhält dann 

rv ^c f^ a ^ , 9 . ^ /— ö il 

Sx == -r-9\ ^^ arccos f- « arcstn x yar — x^\, 

4a* l a a ) 

Spezieller ist 8a= \nhc, mithin der gesamte, innerhalb des Cy- 
linders liegende Teil des Doppelkegels gleich dem Mantel des ein- 
fachen Kegels. 

Für X = —p= erreicht y sein Maximum und 8^ geht über in. 

mithin besitzt Sa— Sa' den rationalen Wert -|-&c. 

20. Eine durch die Gleichimg 

= 2Ycx 
charakterisierte Parabel sei um ihre Achse gedreht und das ent- 
standene Botationsparaboloid von einem elliptischen Cylinder ge- 
schnitten worden, dessen Horizontalspur zur Gleichung hat 



y = — y2ax — x^i 
a 

zur Vereinfachung sei noch angenommen, dass 

2a + c 
mithin der Halbparameter der Ellipse gleich dem harmonischen 
Mittel zwischen 2 a und c ist. 

Die gesamte innerhalb des Cylinders liegende Paraboloidfläche 
beträgt 



iß(4a-f3c/- — , ^ i/2a 
f { ^ y2ac — c^ardan 1/ — 



Im speziellen Falle a = y c wird der elliptische Cylinder zu einem 
Kreiscylinder und die Paraboloidfläche 

= 16(l/3-i«)c«. 



Kapitel IV. 

Statische und Trägheitsmomente. 



§20. 
Statische Momente. 

I. Das Mächenelement ydx der homogenen ebenen Fläche, die 
von der Kurve y = f{x)^ der Abscissenachse und den zu den Ab- 
scissen x^ und x gehörigen Ordinaten begrenzt ist, hat in Bezug 
auf die a;- Achse das statische Moment ydx - \y^ in Bezug auf die 
1^- Achse ydx.x^ also sind die statischen Momente der Fläche: 

X X 

Mx = \Jy^ dx, My ^Jxy dx. 

Xo Xo 

Ist der Inhalt der Fläche 

X 

TJ =^fy dx 

bekannt, so ergeben sich die Koordinaten |, rj des Schwerpunkts 
der Fläche aus 

U^ = My, Urj = Mx. 

Ist die Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten r und 9 gegeben, 
so hat das Flächenelement -|-r^(26 des zwischen Oq und d liegenden 
8ektors der Kurve in Bezug auf die als Polarachse genommene 
X-Achse das Moment -|-r^(l6 • yrsmO, in Bezug auf die «/-Achse 

^r*(^ö • -|-rco5 6, also hat man die Momente des Sektors 
s s 

Mx^ifr^sinOdB, My= ^fr^cose dO. 

Kennt man den Inhalt des Sektors 

80 hat man die Koordinaten $, ri seines Schwerpunkts zu berechnen aus 
8^ = My, Sri = ^x. 



$ 



=— «|/f+|' ''=^(^+^^;^} 



7. Cykloide: a; = &(co — 5mo)), j/ = &(1 — cos©); für die 
Fläche des halben Cykloidenzugs von w = bis © »= jr ergeben sich 

8. Kardioide: r = 2a(l + cosO); für die Flache von 6o="^ 
bis = TT findet man 
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Beispiele. I.Parabel: y*^2px] für die Fläche über der 
Abscisse x ist 

x^ y* 

2. Ellipse: -^ + ts = 1? <^ö Fläche über der Abscisse x hat 

die Momente 

also ist für den Quadranten der Ellipsenfläche 
. 4a 4& 

2 S 

3. Hyperbel: -ö — r«— 1; für die Fläche über x-a er- | 
geben sich: ^ 

4. Die über der Abscissenachse liegende Hälfte der 
die die Kurve (§ 11 Nr. 16) 

« «a — X 

a + X 
bildet, hat die Momente 

X 

5. Logarithmische Linie: y = &e*; für die Fläche über der 
Abscisse x erhält man 

6. Gewölblinie: y ^ \'b\e^ -{- e"^)-, die FlÄche über der 
Abscisse x hat als Schwerpunktskoordinaten 



5 32 
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9. Spirale des Archimedes: r = aO; die Fläche von dQ= 
bis 6 = 7t hat die statischen Momente 

dagegen die Flache von Oq=0 bis 6 = y^nc: 

10. Logarithmische Spirale: r^ae^*^ die statischen Momente 
der Fläche von d^^^O bis d ^n sind 

Für den Schwerpunkt hat man tow Ö = — - i . 

n. Das Element ds des homogenen Bogens der ebenen Kurve 
y == /*(ic) zwischen den Punkten Xq^q und auy hat in Bezug auf die 
o;- Achse das statische Moment ds.y^ auf die «/-Achse ds.x; also 
sind die statischen Momente des Bogens 

X X 

Ist die Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten r und ge- 
geben, so hat das Bogenelement ds m Bezug auf die Achsen die 
statischen Momente ds.rsinQ und ds.rcosd^ folglich ist 
d e 

üf. =f^y "-'+{%)'' ^^ Ö e^Ö, M, -fry^r^ + (^)' cos Ö dO. 
Kennt man die Bogenlänge 

so bestimmen sich die Koordinaten §, ij des Schwerpunkts des 
Bogens aus 

5| = -afy, sri^M:,. 

Ist eine Baumkurve durch ihre Projektionen auf die xy- und 
:r;e;- Ebene bestinmit, so erhält man die statischen Momente des 
zwischen ^q^o^o ^^^ ^^^ liegenden Bogens bezogen auf die drei 
Koordinatenebenen entsprechend 
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Ist die Länge des Bogens 



vy^^i)Miy'- 



5 ^ 

berechnet, so findet man die Koordinaten §,17,^ des Schwerpunkts aus 

Beispiele. 1. Parabel y^= 2px*^ für den vom Scheitel aji 
gerechneten Bogen erhält man, wenn yp^+y^^=^u gesetzt wird: 

0? y^ 
2. Ellipse "2 + T2 "^ ^' ^®^ Bogen von a;Q= an gerechnet 

hat die statischen Momente: 

1 T. /^ A-Q s"? . ^ ' ^^\ Va* — b^ 

-3fa!== 4^ [—ya^— i^x^-\ arcstn — ]j s = » 

My^\a[a + l?(x +yT+T2)] 

also far den Quadrantenbogen: 

itfa = y 6 ( & H arc5m e j, 



Mt 
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JL 1. Ä. 

3. Astroide: a;*+y^=a*; der von Xq=0 an gerechnete 

Bogen hat die statischen Momente: 

also erhält man für den Qnadrantenbogen S = i; = y a. 

( - --) 

4. Kettenlinie: y = \a\e^+ e */; es ergeben sich far den 

von Xq= an gerechneten Bogen: 



^x=\{yVf^^+ ax), My=^xyy^— a^- a(y - a); 

5. Cykloide: x = h^co — sinco)^ y = & (1 — cosm)'^ der Bogen 
des halben Cykloidenzugs hat die Schwerpunktskoordinaten. | = »? = -|-&. 

6. Kardioide: r = 2a(l+ coäO); der Bogen von 6o == bis 
* 6 = TT hat die Schwerpimktskoordinaten | = ij = y a. 

7. Logarithmische Spirale: r = ae^; far den Bogen von 
Oq = bis 6 = 7t erhält man 

für den Schwerpunkt ergiebt sich tan 6 = — y • 

8. Lemniskate: r = a "[/cos 20; der von 0o== ^ *^ gerechnete 
Bogen hat die statischen Momente 

Mx == a^(l — cos 0), JUTy = a^ sin 0. 
Da der Quadrantenbogen nach § 13 Nr. 33 die Länge l,31103.a 
hat, ergeben sich 

g = 0,53935 . a, ri= 0,22342 . a, 

9. Die Raumkurve, die durch ihre Projektionen: 

x^ x^ 

bestimmt ist (TL I, § 21 Nr. 1; Tl. n, § 16 Nr. l), «rgiebt för den 
von a?Q = an gerechneten Bogen 

^xy=i2/'+i^', Mx,^{a^\y)z, My,=- (a ^ \y)y. 

10. Der Bogen der in § 1 6 Nr. 5 behandelten Raumkurve 

von x^= a an gerechnet, hat die statischen Momente: 
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11. Schraubenlinie (T1.I, §21 Nr. 8): x^acosto, y = flsi«G), 
z = h(Oj b «= atanß; der von Xq= a sji gerechnete Bogen hat die 
Länge 

e 
s = • 



sin ß 
und die statischen Momente 

^ 2sinß cosß ^ cos ß 

also ergeben sich 

c, hy h{a — x). 

12. Durchschnitt eines parabolischen und eines cyklo- 
idischen Cylinders (Tl. I, § 21 Nr. 7) 

y = 2)/ai, ic = y & (1 + C05 w), z ^ ^Kn ^ io + sima). 
Da 

dx y X dx y X V oc 

ist, so erhält man für die Länge des von Xq=0 an gerechneten 
Bogens 

5 = 2y(a+ h)x; 

mithin ergeben sich die Koordinaten seines Schwerpunkts 

also för a; == 5 

m. Die homogene Fläche ü' in I rotiert um die aj-Achse. 
Das normal zur Rotationsachse genommene Yolumenelement ^if/^dni 
hat in Bezug auf die yz -'Ebene das statische Moment Tty^dx.X'^ 
folglich ist das statische Moment des Rotationskörpers 

SB 

Jr«= Ttjxy^dx, 
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Ist das Volumen des Rotationskörpers 

X 

bekannt, so erhält man die Abscisse | des auf der Eotationsachse 
liegenden Schwerpunkts aus 

Beispiele. 1. Parabel: y^-= 2px\ die Fläche über der Ab- 
scisse X wird um die Achse der Parabel gedreht. Es ist 
M^\npx\ l^\x, 

x^ y^ 
2. Fläche der Ellipse: -2+^2 — 1 ^^©r a — Ä um die grosse 

Achse der Ellipse gedreht: 

also for das halbe Rotationsellipsoid ^^^ y^- 

Hyperbel: ^ - j;i 
Hauptadise gedreht 



X^ y» 

3. Fläche der Hyperbel: -ö — r? *= 1 ^^or a? -- a um die 



^ 4^2)2^' ^ ^\ ^ X + 2J 

4. Cissoide: (2a — fl;)y^«= a;'; Fläche der Kurve von Xq^O 
bis a? «= a rotiert tun die jr-Achse: 

Jtf = ^ (16 ? 2 - ^) a^ I = 0,81986 . a. 

5. Der Quadrant der Lemniskate, ftir den 



y« - 1 [aYa^+Sx^ - (a* + 2x^)] 
ist, rotiert um die o;- Achse. Der Rotationskörper hat das Moment 

6. Die Fläche des halben Cykloidenzugs rotiert um die 
a;- Achse. Es ergiebt sich 

X 

7. Logarithmische Linie: y = ?>c*; die Fläche über x — x^^ 
rotiert um die a?- Achse. Für den Rotationskörper ist 
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8. Kettenlinie: y = -|-a\c^ + e *'/; die Fläche über der Ab- 
scisse X rotiert um die a;- Achse. Der Schwerpunkt des Rotations- 
körpers hat, wenn der Bogen s == ")/«/* — a* ist, die Abscisse 

5-i('+':-i^)- 

IV. Der homogene Bogen s der Kurve y = f{x) in II rotiert 
um die a?- Achse. Das Oberflächenelement 2nyds hat in Bezug 
auf die ^;8:- Ebene das statische Moment 2nyds.x^ folglich ergiebt 
sich das statische Moment der Rotationsfläche bezogen auf die 
y;g?- Ebene 



if=2.y;,|A7(|)'-d^. 



Hat man den Inhalt der Rotationsfläche 



^-=2«/,]A+(|7-d. 



bestimmt, so ergiebt sich die Abscisse des auf der Rotationsachse 
liegenden Schwerpunkts aus 

Beispiele. 1. Der Bogen der Parabel y^= 2px vom Scheitel 
bis zum Punkte xy rotiert um die Achse; dann ist fOr die Ro- 
tationsfläche 

2. Der Bogen der Ellipse -^ "1" i;2 *^ ^ zwischen x und a ro- 
tiert um die grosse Achse, es ist dann 



denmach för die Fläche des halben Rotationsellipsoids 

A _2 iL 

3. Ein Quadrant der Astroide x^ + y^ = a^ rotiert um die 
05 -Achse; man erhält: 

^=128"«' ^ = 256-«' 
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4. Der halbe Oykloidenzug rotiert um die aj-Achse; es er- 
giebt sich für die Rotationsfläche 

( - --) 

5. Der Bogen der Kettenlinie y = ^aVe* + 6 */ von 05 = 

an gerechnet, dreht sich um die a:- Achse. Der Schwerpunkt der 
Eotationsfläche ist derselbe wie der des Rotationskörpers in in Nr. 8. 

6. Der Quadrant der Lemniskate r = aycos2d rotiert um 
die X-Achse. Dann hat man for das statische Moment eines Flächen- 
elementes der Rotationsfläche 

27txyds = 27tr^cosd sind'\/r^+ (33) '^Ö; 

damit erhält man 

^ 1 8 fc 2+1/2 
M==^na\ g = 6 '^* 

V. Das statische Moment eines homogenen Raumgebildes in 
Bezug auf eine Achse oder eine Ebene lässt sich durch ein einfaches 
Integral ausdrücken, wenn es gelingt, das statische Moment eines 
Elementes in Bezug auf die Momentenachse oder Momentenebene 
zu bestimmen. 

Beispiele. 1. Ein Ast der Cissoide (2a — x)y^^ x^ dreht 
sich um die Asymptote. Ein Volumenelement des Rotationskörpers, 
das normal zur Rotationsachse genommen wird, hat in Bezug auf 
die durch die a?- Achse normal zur Asymptote gelegte Ebene das 
Moment 7t(2a -- xydy .y, also ist das statische Moment des Ro- 
tationskörpers: 



M ^ nfx^{2a — x)dx = 47ra*; 





4a 
folglich liegt der Schwerpunkt auf der Asymptote im Abstand — 

von der oj- Achse. 

2. Das statische Moment des durch die y0 -'Ebene halbierten 
EUipsoids 

^2 -f- j2 -t- ^2 

in Bezug auf diese Ebene zu bestimmen. Ein Volumenelement 
normal zur a?- Achse hat, wenn 

Schlömilch, Übungsbuch IE. 4. Aufl. 12 
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Fig 51. 



ist, in Bezug auf die yz -'Ebene das statische Moment Ttuvdx.x, 
folglich ist das statische Moment des halben Ellipsoids 

a 

Myz"^ Ttfuvdx = ^TtaHc; 



also hat der auf der a;- Achse liegende Schwerpunkt die Abscisse -|a. 

3. Ein halbes Kugelzweieck (Fig. 51) werde begrenzt durch 

zwei Meridiane einer Kugel 
vom Radius r, die den Neig- 
ungswinkel 2 y bilden. Nimmt 
man den Kugelmittelpunkt als 
Koordinatenanfang, die das 
ganze Kugelzweieck halbie- 
rende Äquatorebene als xy- 
und die Symmetrieebene des 
Zweiecks als aj^sf- Ebene, so 
ist elementar bekannt, dass 
der Mächeninhalt des halben 

Zweiecks 

S=2yr^ 

und sein statisches Moment in Bezug auf die üj^- Ebene 

M:,y=yr^ 

ist. Nimmt man ein Flächenelement parallel zur xy -'Ebene im 

Abstand z, so ist 




Fig. 52. 




Myz^ 2rsinyfyr^— z^. dz 



4. Ein gerader Kreis - 

cylinder (Fig. 52), dessen 

Grundfläche den Radius r hat, 

ist abgestumpft durch eine 

Ebene, die auf der Achse h 

abschneidet und mit der Grundfläche den Winkel a bildet. Wählt 

man die Grundfläche als a?^- Ebene, den Mittelpunkt der Grundfläche 

als Koordinatenanfang und den auf der Schnittfläche normalen 
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Achsenschnitt als rr^e;- Ebene, so ist f&r ein zur a;|/- Ebene normales 
Voltimenelement das statische Moment 2;e?}/r* — x^äx • \z^ wobei 
g=^h + xtana ist, also ergiebt sich 

r 

-afajy ^f]S^yr^—x^dx = -|- nr^{a^ + 4Ä*), a^rtan a, 

— r 

Der Schwerpunkt liegt auf der ier- Achse im Abstand 

geht der Schnitt durch einen Punkt des Umfangs der Grundfläche, 
wo a = Ä ist, so ist ? == -|-Ä. 

Flg. 58. 

5. In der xy -'Ebene ist um 
den Koordinatenanfang ein Kreis- 
quadrant mit dem Radius r be- 
schrieben (Fig. 53), der um die 
a;- Achse rotierend einen Kugel - 
quadranten beschreibt. Um 
den auf der a;- Achse liegenden 
Kugelradius als Durchmesser ist 
ein Kreis beschrieben und über 
diesem als Grundfläche ein gerader 
Cylinder errichtet (vergl. § 17 
Nr. 27). Man kann das statische r 
Moment des zur o;- Achse normalen 
Elementes des beiden Körpern 
gemeinsamen Volumens in Bezug 
auf die o;^ -Ebene bestimmen 
und findet 

M.,^f(r'- \rx - ix')yx(r^x)dx ^ ^^r"^ 
6 

Bas Yolumenelement selbst ist 

dV^ (r — x)Yrx + (r^ — x^) aräcml/ — dx, 

r 

My^^ I \(r — x)}/rx + (r*—a;*)arctonl/— hrda? — ^r*. 




also 
und 



12'» 
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6. Sind die statischen Momente des yon dem Cylinder aus- 
geschnittenen Teiles der Eugelfläche in Nr. 5 zu bestimmeiif 
so hat man für das Flftchenelement in einer zur o;- Achse nonnalen 
Ebene das statische Moment in Bezug auf die ajy- Ebene 2ryx(r—x)dx^ 
also ist 

r 

JKry=* 2rfyx{r — x)dx = ^itr^ 



Das Flächenelement selbst ist 

dS = 2r arctan 1/ — dx, 



also 
folglich 



Jfy, ^2r I X arctanV/ — dx^^ r\ 



VI. Guldinsche RegeL Hat die homogene Fläche in I in 
Bezug auf die o;- Achse das statische Moment Mx und der E5rper, 
der durch Rotation dieser Fläche um die o;- Achse entsteht, das 
Volumen F«, so ist 

Vx^27tMx, 

Hat der homogene Bogen in IE in Bezug auf die ä- Achse das 
statische Moment Mx und die Fläche, die durch Rotation dieses 
Bogens um die a;- Achse entsteht, den Inhalt Ta-, so ist 

Tx^ 27tMx. 
Diese Sätze können als Probe für die Resultate in I und 11 dienen. 

Ist die Gleichimg einer Kurve in Polarkoordinaten r und 9 
gegeben, und rotiert der von der Kurve und den zu Öq und 6 ge- 
hörigen Radienvektoren begrenzte Sektor um die Polarachse, so ist, 
wenn das statische Moment Mx des Sektors in Bezug auf die Polar- 
achse bekannt ist, das Volumen des Rotationskörpers nach der 

Guldinschen Regel: 

e 

F= 2nMx=\nJr^sin%dQ, 

In dieser Gestalt kommt der Satz vielfach zur Anwendung. 
Z. B. 1. Das Flächenstück innerhalb der Kardioide 
r = 2a(l + co5Ö) 
und ausserhalb der Parabel 
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2a 



r = 



l + cosO 



rotiert um die Folarachse; das Yolumen des Botationskörpers ist: 

7= v««a» ry(i + cosö)»Äed0 -yi^i^l = is««». 

Lq J 

2. Die Fusspunktkurve der Ellipse r^= a^cos^ö + &*m^6 
rotiert lon die Polarachse; das entstehende Volumen ist (vergl. § 17 
Nr. 16): 



cos«0 + l)«si»»e)». mÖde 





3. Die Lemniskate r^=a^co5 20 rotiert um die Polarachse; 
es entsteht das Volumen 

\^ 

7=47ca8/VcöÄ32e. 5^0(^0 -iTTf-^^Cy^+l)- lla». 



§21. 
Trägheitsmomente. 

Als elementar bekannt wird vorausgesetzt, dass das (mathe- 
matische) Trägheitsmoment einer homogenen Rechteckfläche 
mit den Seiten a und h und der Dichtigkeit 1 bezogen auf die 
Seite a ist: \al? und das Trägheitsmoment der homogenen Fläche 
eines rechtwinkligen Dreiecks mit den Katheten a und & be- 
zogen auf die Kathete a ist: ^ab^, 

I. Das Flächenelement yäx der homogenen ebenen Fläche, die 
von der Kurve y == f{x)^ der Abscissenachse und den zu den Ab- 
scissen x^ und x gehörigen Ordinaten begrenzt ist, hat in Bezug 
auf die a;- Achse das Trägheitsmoment \y^äx^ in Bezug auf die 
y- Achse ydx,x^\ folglich sind die Trägheitsmomente der Fläche: 

X X 

T:r = \^y^ dx, ly ^fx^y dx. 



Xg2 K^P- ^ Statische and Trägheitsmomente. 

Ist die Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten r und 9 ge- 
geben, so hat das Flächenelement \r^ä% des zwischen Oq und 6 
liegenden Sektors der Eurre in Bezug auf die als Polarachse ge- 
nommene 0?- Achse das Trägheitsmoment 

\y^{3^ä,x — xdy) — \r^sin^ddQj 

mithin ist das Trägheitsmoment des Sektors 

e 

So 

also in Bezug auf die ^- Achse: 

e 

Jy^^J>cos^ddd. 
e 

Kennt man die beiden (achsialen) Trägheitsmomente T^r ^uid 

Ty, so ist das (polare) Trägheitsmoment der Fläche bezogen auf 

die durch den Koordinatenanfang gehende zur Fläche normale Achse 

Beispiele. 1. Parabel y*=2px; fBr die Fläche über der 
Abscisse x ist 

2. Die Fläche der Ellipse ^ + |g « 1 hat die Trägheits- 
momente: 

Das Trägheitsmoment der Kreisfläche mit dem Eadius r auf 
einen Durchmesser bezogen ist daher -|-7rr*, in Bezug auf die durch 
den Mittelpunkt gehende, zur Kreisfläche normale Achse yTr*^. 

3. Kreissektor: Eadius r, Centriwinkel 2 9. Das Trägheits- 
moment in Bezug auf die Symmetrieachse ist: 

Jx'= \f^((p — sincp cos g>), 
in Bezug auf den zur Sehne parallelen Durchmesser: 
Jy ^= ^ r^ {g) -\- sin cp cos cp). 

4. Kreissegment: Badius r, Centriwinkel 2 9. Bezogen auf 
die Symmetrieachse ist 

Tx'=''^(^(p — ^sin2<p + ^sin4:q>) 

= X ^{^ ■" ^^*^ (p cos(p — Y sin^(P cos <p), 
bezogen auf den zur Sehne parallelen Durchmesser: 
Ty = r^(^ gp — ^ 5m 4 9) = -|- r^{q} — sin q) cos q) + 2 sin^ 9 coß 9). 
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5. Astroide: a? = aco5*t^, y^asin^t\f. Die ganze Fläche 
hat die Trägheitsmomente: 

6. Cykloide. Nimmt man die Symmetrieachse eines Cykloiden- 
zugs als ^- Achse, so ist 

X ^hin — o) -{■ sifidi)^ y «= 6 (l — C05 co); 

dann hat man für die Mäche des halben Cykloidenzugs: 

7. Lemniskate: r*« a*co5 20; fOr die Fläche des Quadranten 
erhält man: 

n. Das Element ds des homogenen Bogens der ebenen Kurve 
y = f{x) hat in Bezug auf die a?- Achse das Trägheitsmoment ds,y^^ 
in Bezug auf die «(-Achse ds,x^'^ mithin sind die Trägheitsmomente 
des Bogens 

Ist die Gleichung der Kurve in Polarkoordinaten r und ö gegeben, 
so hat man 

e 

Beispiele. 1. Eine Strecke von der Länge a bildet mit der 
o;- Achse den Winkel a und ein Endpunkt liegt im Abstand e vom 
Koordinatenanfang auf der y- Achse; dann ist y = xtana + c, also 

acosa 

Tx »= sec ccj(x tan a + e)^dx ^ \a^ sin^a + a^esince + ae^, 



2. Kreisbogen: Badius r, Centriwinkel 297« dann ist bezogeh 
auf die Synmietrieachse: 

Tx — r^ (qp — sin (p cos cp) - 

bezogen auf den Durchmesser, der zur Sehne parallel ist: 

Ty >= r^((p + smcp cos cp). 
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3. Parabelbogen vom Scheitel bis zum Punkte xy] ist 
u^Yp^+y^j 80 hat man: 



1. 1. 

^ 8 1 ^- S 



4. Astroide a;*+y*'=ö*; för den Quadrantenbogen ergiebt 
sich Tx « Ty « f a*. 

5. Für den Cykloidenzug erhält man Tar^^ft^ 

ni. Die homogene Fläche in I rotiert um die o?- Achse. Ein 
zur X-Achse normales Volumenelement hat auf sie bezogen das 
Trägheitsmoment y^^e^x, mithin ist 

X 
«0 

Beispiele. 1. Gerader Ereiskegel: Badius der Grundfläche r, 
Höhe h^ hat in Bezug auf seine Achse das Trägheitsmoment ^rcr^A. 

2. Parabel y^ = ^px'^ die Fläche über der Abscisse x rotiert 
um die x- Achse, das Trägheitsmoment des Eotationsparaboloids be- 
zogen auf seine Achse ist j^nxff^. 

x^ y^ 

3. Ellipse -g + T| = 1 rotiert um die grosse Achse 2a; das 

Trägheitsmoment des Eotationsellipsoids bezogen auf diese Achse 
ist ^nah\ 

4. Kugelsegment: Kugekadius r, Höhe ä, Badius des Grund- 
kreises g. Ist y^= 2rx — x^^ so ist das Trägheitsmoment bezogen 

auf die Botationsachse : 

?i 
T = -|-;r/(2raj - x^^dx ^^7th\Sh^-Urh + 20r») 

5. Eine Ellipse, Halbachsen a und h rotiert um eine zur grossen 
Achse 2a parallele Achse, die von ihr den Abstand e^h hat. Ist 



yi'-e + —ya^-x^, y^^e^—Ya^-x^, 

U Cv 

so findet man das Trägheitsmoment des Bingvolumens bezogen auf 
die Botationsachse 

T=-7cf{y,^-y^^)dx = 27i^ahe(ih'+ e'). 
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IV. Der homogene Bogen der Kurve y = f(x) in IE rotiert nm 
die 0!;- Achse. Das zur Rotationsachse normale Flächenelement hat 
in Bezug auf sie das Trägheitsmoment 2nyds.y^^ folglich ist das 
Trägheitsmoment der Rotationsfläche bezogen auf die Rotationsachse: 



= ^^fy^y 



x+Ä)-.... 



Beispiele. 1. Mantel eines geraden Kegelstumpfs: Radien 
der Endflächen r^>r^^ Höhe Ä, Seitenlinie 5=}/ä*+ (rj— r^^. Für 
die Achse des Kegels als o;- Achse, die Spitze als Koordinaten- 
anfang ist 

y--r^-^—x. 



und daher das Trägheitsmoment bezogen auf die o;- Achse 



2. Kugelzone. Der Bogen des Kreises y «=}/r^— x^ zwischen 
Xq und X rotiert um die a;- Achse; dann ist das Trägheitsmoment: 

3. Kreisquadrant rotiert um die Tangente in einem 
Endpunkte. Ist diese Tangente ir-Achse, die Tangente im andern 
Endpimkt ^- Achse, so ist 



^ = r — ■)/2ra? — 



8 



und das Trägheitsmoment der Rotationsfläche bezogen auf die a? -Achse 

:dy ^ \n{lb% — 4.^)f^. 



= 2nr I - 



y2ry-y^ 



4. Bogen der Parabel y^= 2j9a? zwischen Scheitel und dem 
Punkt xy rotiert um die Parabelachse; das Trägheitsmoment der 
Kappe des Paraboloids bezogen auf die Achse ist 

V. Das Trägheitsmoment eines homogenen Raumgebildes in 
Bezug auf eine Achse lässt sich durch ein einfaches Integral aus- 
drücken, wenn man das Trägheitsmoment eines Elementes in Bezug 
auf diese Achse bestimmen kann. Hierbei kommt häuflg der ele- 



186 Kap. rV. Statische und Trägheitsmomente. 

mentar bekannte Satz zur Anwendung: Ist T« das Trägheitsmoment 
eines Baumgebildes bezogen auf eine durch den Schwerpunkt gehende 
Achse, so ist das Trägheitsmoment bezogen auf eine zu ihr im Ab- 
stand a parallele Achse T = T, + üf fl^^ wobei M die Masse des 
Baumgebildes (Dichtigkeit =1) ist. 

Beispiele. 1. Ein Tetraeder hat drei rechtwinklig aneinand6^ 
stossende Kanten a, &, c. Nimmt man diese als Koordinatenachsen^ 
so hat ein zur ic- Achse normales Volumenelement im Abstand x 
vom Koordinatenanfang das Trägheitsmoment 

mithin ist 

T„=ia6c(6»+c»). 

^ x^ y^ z^ 

2. Trägheitsmoment des Ellipsoids —^-{-tt-\ — 2 "^ ^» bezogen 

auf die a?- Achse. Wenn 

ist, so hat das Volumenelement normal zur ä;- Achse nach I Nr. 2 
das Trägheitsmoment \ n uv {u^ -\- v^) dx^ folglich 

a 

T:r «= Y TtCuv (u^ + v^) dx ^ ^TT ahc (&* + c*). 
6 

3. Trägheitsmoment des Botationscylinders, bezogen auf 
eine Achse, die normal zur Cylinderachse durch den Schwerpunkt 
geht. Badius der Grundfläche r, Höhe h. Nimmt man die Cylinder- 
achse als x-, die Momentenachse als ^- Achse, so hat ein Volumen- 
element normal zur a;- Achse das Trägheitsmoment 

Y 71 r^dx + n r^dx . a?*, 
also ist 

T,= iTr»Ä(3r»+Ä»). 

4. Trägheitsmoment des Botationskegels, bezogen auf eine 
Achse, die normal zur Kegelachse durch die Spitze geht. Badius 
der Grundfläche r, Höhe h. Ist die Kegelachse a?-, die Momenten- 
achse 1/- Achse, so hat ein Volumenelement normal zur a;- Achse das 

Trägheitsmoment -|- Tty^dx + ny^dx . x^, wenn y = -7- ^ ist, folglich ist 
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5. In der ä:;^- Ebene ist um den Koordinatenanfang ein Kreis- 
qnadrant mit dem Radios r beschrieben, der um die a;- Achse 

I rotierend einen Kugelquadranten beschreibt. Um den auf der 

i o;- Achse liegenden Kugelradius als Durchmesser ist ein Kreis be- 

schrieben und über diesem als Grundfläche ein gerader Cy lind er 
errichtet (vergl. § 20 V, Nr. 5). Man kann das Trägheitsmoment 
des zur rr- Achse normalen Elements des durch den Cylinder aus- 
geschnittenen Teiles der Kugelfläche in Bezug auf die x- und die 
£?- Achse bestimmen und findet: 

T^= 2r /(r«~ x^) arctanl/^ dx = |(37r - f)r^, 



7' 

T,= r I r(r2+ rr*)ardawl/— - (r - a;)yr^J(Ja? = -f(37c-7)r*. 



6. Kennt man die Trägheitsmomente T^; und Tj^ einer homogenen 
ebenen Fläche in Bezug auf zwei zu einander senkrechte Achsen 
ihrer Ebene, so ist das Trägheitsmoment^ der Fläche bezogen auf eine 
ausserhalb der Ebene liegende durch den Schnittpunkt der beiden 
Achsen gehende Achse, deren Projektion die a;- Achse ist und die 
mit der o?- Achse den Winkel a bildet 

T« = Ta + Ty . sin^a, 

Z. B. Das Trägheitsmoment einer Kreisfläche vom Radius r 
bezogen auf eine durch den Mittelpimkt gehende Achse, die mit 
der Ebene des Kreises den Winkel a bildet, ist ^nr^(l + sin^a). 

Daraus folgt: das Trägheitsmoment eines schiefen Kreis - 
cy linders, dessen Grundfläche den Radius r hat und dessen Achse a 
den Neigungswinkel a mit der Grundfläche bildet, in Bezug auf die 
Achse ist ^7car^sina(l + sin^a). 

Das Trägheitsmoment eines schiefen Kreiskegels, dessen 
Grundfläche den Radius r hat und dessen Achse a den Neigungs- 
winkel a mit der Grundfläche bildet, in Bezug auf die Achse ist 
^ TT ar^ m a (1 -f sin^a). 



Kapitel V. 

Einfache bestimmte Integrale. 



%22, 
Transformationen bestimmter Integrale. 

I. Das bestmunte Integral 

ffix)dx 

a 

ist nach § 10, I der Grenzwert, gegen den die Summe 



[f(a) + f(a + ö) + f{a + 2(J) +••• + /"(a + « -ld)]d, 

n 
konvergiert, wenn n unendlich gross wird. Geometrisch bedeutet 
es nach § 11, l) den Inhalt der Fläche, die von der Kurve y ^f{^\ 
dem Stück b — a der Abscissenachse nnd den zu a? = a und a; = i 
gehörigen Ordinaten begrenzt wird. 

In dem Falle, dass das unbestimmte Integral 

ff(x) dx = F(x) + Const, 

gefanden worden ist, hat man, vorausgesetzt, dass F(x) in dem 
Intervalle von a bis b endlich und stetig bleibt 

h 

Jfix)dx^F(b)-F{a)', 

a 

woraus folgt 

a h 

ff(x) dx = —Jfioc) dx, 

b a 

Auf ein bestimmtes Integral lassen sich die Regeln der Inte- , 
gration durch Zerlegung und der partiellen Integration 
anwenden. 
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n. Wenn die FnnktiGn f(x) innerhalb des Intervalles a; = a 
bis a; = stetig bleibt, so ist 

b 

ff{x)dx = (h-a)f[a + 6(b-a% 0<6<1. 

a 

Für h==a folgt hieraus, dass ein zwischen den gleichen Grenzen 
a und a genommenes Integral im allgemeinen verschwindet, aus- 
genommen, wenn f(a) unendlich wird. Einen Ausnahmefall dieser 
Art bildet z. B. das Integral 

'^dx 1 



/' 



welches far d = nicht verschwindet, sondern unendlich gross wird. 
Ein zweites Beispiel liefert das Integral 



/< 



dx 



(c + x)y(x-a)(h-x) l/{c + a) (c + 6)' 

a 

för & *= a wird dasselbe nicht = sondern = tt : (c + a). 

DI. Bezeichnet i\>{x) eine Funktion, welche von ic=«a bis 35 = 6 
stetig und zugleich positiv bleibt, so ist allgemeiner 

h b 

f(p(x) 'tif{x) dx=- (p[a + eQ) — a)]JV(^) ^^? < £ < 1. 



Beispielsweise ist hiernach 

b 



/ 



y(x — a)(h— x) 



dx = (p[a -\- e (h — a)] , it^ 



woraus u. a. folgt, dass das Integral für 6 = a nicht verschwindet, 
sondern den Wert n(p{a) annimmt. Dies ist eine Verallgemeinerung 
des zweiten Beispiels in 11. 

Aus der anfangs erwähnten allgemeinen Formel ergiebt sich 
femer 

J y(l + c»a;»)(c«+a;») }/l + cVl ^«/^ \ 2 /J' 
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für c = wird >/l + cV=l und J^ÜJ^^j = 0, worans 
folgt, dass das Integral für c = in demselben Maße unendlicli 
wird, wie li — U dass also for sehr kleine c nähemngsweise 



/v 



dx 






V'(l + cV)(c«+a;») 

U 

gesetzt werden darf. 

Auf gleichem Wege findet man die allgemeinere Näherungsformel 



A 





Zur Abkürzung sei a + e (h — a) — fi, femer habe qp (x) die 
Eigenschaft; 9(0) = 0; die analoge Gleichung 

b b 

J^i^Ax) \\){x) dx = qp(3<f*) fil^(x) dx^ a <i (i <h^ 

a a 

dient dann zur Beantwortung der Frage, ob das Integral ver- 
schwindet, sobald der konstante Koeffizient x in Null übergeht. Bei 
endlichen a und h ist yi gleichfalls endlich, mithin für x^O auch 
x(i* = und qp(3Cfi) = 0; das rechter Hand stehende Produkt ver- 
schwindet dann sicher, wenn 

b 
fiff(x)dx 

a 

einen endlichen Wert besitzt; im Gegenfalle erhält jenes Produkt 
die unbestimmte Form . 00 , welche näherer Untersuchung bedarf. 
So verschwindet z. B. das Integral 

J \1 — v,x/ x^ 



nicht für jc == 0, denn sein Wert beträgt mehr als 

1 
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Ist zweitens eine der Integrationsgrenzen a und h unendlich 
gross, so kann yi gleichfalls unendlich gross sein, und .dann lässt 
sich nicht einmal behaupten, dass xfi = werde und demgemäss 
ffi^i^i) verschwinde. Derartige Fälle müssen besonders untersucht 
werden. 

rV. Sind a, (3, y, . . . |ia beliebige, zwischen a und h in der 
Weise eingeschaltete Grössen, dass 

a<a<ß<y<,,.<ii<'b, 



so ist 



baß b 

Jf{x) dx =Jf{x) dx +Jf(x) dx + "' +ff(x) dx 



9 



welche Operation die Zerlegung des Integrals durch Teilung des 
Integrationsintervalls genannt wird. 

Die genannte Zerlegung dient u. a. zur Berechnung des Integral- 
wertes für den Fall, dass die Funktion f(x) innerhalb des Inte- 
grationsintervalles Unterbrechungen der Kontinuität erleidet. Wird 
f(x) zwischen x = a und x = h nur einmal und zwar an der Stelle 
X = y, diskontinuierlich, so betrachtet man das bestimmte Integral 

b 

ff(x) dx 

a 

als den Grenzwert, dem sich die Summe 

X— dl b 

Jf{x)dx+ff{x)dx 

a x + da 

bei verschwindenden ö^ und Jg nähert; dies giebt, wenn 

Jf{x) dx = F{x) + Gonst 
gesetzt wird, 

b 

ff{x) dx = F(h) - F(a) + Lim{F(K- ö^) - JP(jc + d^) } 

a 

und ähnlich bei mehreren Unterbrechungen der Kontinuität. Der 
für dl = Jg entstehende Wert des Integrals heisst der Hauptwert 
des letzteren. 

Desselben Verfahrens bedient man sich, wenn man bei der un- 
bestinmiten Integration für F{x) eine unstetige Funktion erhalten 
hat. So ist z. B. 
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dx ^ 2Yx 



/( 



- - ardan —^—- + Oanstr, 



-0 



wollte man aber hieraus ohne weiteres 

/' dx 



schliessen, so wäre dies unrichtig und auf folgende Weise zu yer- i 
bessern: { 

r' dx , r äx ^ 2^1- (fi. ^ 2yr+d, • 

/ pr + / — «= arctan — - + arctan—^—- -^ 

j (i+x)yx j (i+x)/^ ^1 ^2 

mithin für J^ « Jg « 

OD 

dx 



/ 



/ö 



(1 + x)y^ 

ickmässige] 

= 2 arctan |/ic + Const. 



wie man auch durch die zweckmässigere Integralformel 
dx 



(1 + x)y^ 

verifizieren kann. 

V. Die Substitution neuer Variablen wird bei bestinmiten 
Integralen im allgemeinen ebenso wie bei unbestimmten Integralen 
ausgeführt, nur hat man zur Vermeidung von Bestitutionen auf die 
Veränderungen zu achten, welche die Integrationsgrenzen erleiden. 
Wenn die Gleichung q>{x)^y^ nach x aufgelöst, nur einen einzigen 
Wert x = 'ii;(y) giebt, so ist 

b <p{b) 

JfW{x)\dx^ff{y)^\y)dy. 

a 9(a) 

Wenn dagegen die Gleichung q> (x) = y zwei verschiedene Ausdrucke 
x = il^'{y) und x^x{y)>'ilt{y) liefert, so ist dies ein Zeichen, dass 
y^ als Funktion von x betrachtet, ein Maximum oder MifiiTnnm 
besitzt. Tritt dasselbe an der Stelle o; *== |ii ein und ist zugleich 
a < fi <! fe, so entsprechen jedem y zwei aj, von denen das eine 
weniger, das andere mehr als fi beträgt; man hat daher die erste 
Wurzel x^'^ijf) im Falle o; < |Lt, die zweite ^ = %(y) im Falle a: > ft 
zu substituieren. Um die Fälle zu trennen, zerlegt man erst wie folgt: 



§22. Transformationen bestinunter Integrale. 193 

b /i b 

ff[ipix)] dx ^ff[ip{x)1 dx +//X9>(«)] dx 

a a fi. 

und erhält nachher durch die angedeuteten Substitutionen 
b (pifi) (p{b) 

ff[<p(x) dx-] -ffi») ^(y) dy +ffQ,) /(y) dy. 

a 9(a) <p(fi) 

Ganz ähnlich hat man zu verfahren, wenn g)(x) zwischen x^a 
und x = h mehrere Mazima und Minima besitzt, mithin aus ip(x)^^y 
drei oder mehr Werte fÖr x folgen. 

Beispiele« 1. Benutzt man die Substitution 
Yx^ + 1 — X ^y 
und beachtet, dass y yerschwindet für x ^ oo^ so erhält man 



/(V^^^+i - x)Pdx « ijXyP-^+y^)dy 
i 6 

2. Auf ähnliche Weise ergiebt sich 

p>i. 

3. Die Substitution 

ßx 



^y 



a + jSa; 
fahrt zn der Gleichung 



Im speziellen Falle eines ganzen positiven p wird nach § 10 Nr. 29 

/ ^ xP-^dx 1.2.3...(i)- 1) 1_ 
(« + ^a;)''+« ~ 2(3 + 1)(2 + 2).. .(2 + p - 1) V^p' 



Setzt man in der vorhergehenden Formel 

1)-|(«» + 1), q — \, «-!*, y"n\ 
80 erhSlt man unter Bftoksicht anf die Formeln 32) nnd 33) des 
§10 

SohlOmilch, Übimgabuch n. 4. Anfl. 13 
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/ * |"'(?| 1.3.5...(«»-1) 



: —"i « - — - — -■ > für gerade m. 

(c + |3|2)-|-m+i 2.4.6 m 2yaß'^+^ 

h!^d% _ 2.4.6... (w — 1) 1 



# (c-|_-|3|«)x'~+i 2.5.7 m -j/c^m+i 



Für ^ « — - wird 



fiir ungeradem. 






Ö 

man hat also zugleich zwei Formeln für das auf der rechten Seite 
stehende Integral. 

4. Wendet man die Substitution 

2x 

an und beachtet, dass dem Werte a? = 1 ein Maximum von y ent- 
spricht, so findet man 









und femer, wenn 



gesetzt wird, 

1.3.5...j;m — 1) 



r_j;^d^__ 
J {^+ßfY^'" 



2.4.6 \.m ^m+iy ^m+l ßm+l 



m gerade. 



/. 



\ ^d^ _2.4.6...(m~l) 



m ungerade. 



^ + |3g2)m+i 3.5.7 ^ 2»"}/a'"+i/5"»+i 



5. Für 5 = to^ ö gehen aus den Formeln in Nr. 3 und 4 die 
folgenden hervor: 



/< 



^0(?9 1.3.5...(w~l) 



m gerade. 
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/ ' sm'^dde 2.4.6...(w-l) 1 

(acos«Ö + ^si«^0)i"'+^~3.5.7 m ' yaßm+i 

m ungerade. 

/ ' sm^dcos'^ddd _ 1.3.5...(m— 1) n, 

m gerade. 

/ * sw^dcos'^ddd _ 2.4.6...(m — 1) 1 

(a cos^d + 13 5iw^0)"»+^ ""3.5.7 m 2'^*'/a"»+^|3'"+i' 

w ungerade. 
6. Transformiert man das Integral 

OD 

dx 



A 





mittels der Substitution 



X 

und beachtet einerseits, dass y für a? = 1 ein Minimum erreicht, 
sowie andererseits, dass die identische Gleichung 



stattfindet, so erhält man 

r x^'-'^dx _t/2 r dy 

J (l+2nx + xy 2pJ (^ + y)P y^TTi 

und für y -= 1 + J^ 

r x^'^^d'x i_ r dt 

J (1+ 2kx + xy 2P-^J (1 + ^ + iY 



Durch Substitution von 

r ö 2yac 

ergiebt sich femer 

13* 
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OD 00 



wobei sicli für jedes ganze in das rechts stehende Integral nach der 
letzten Formel in Nr. 3 entwickeln lässt. *" 

Setzt man — statt z und yertauscht a und c gegen einander, 

z 

so erhält man noch 

00 00 

/ ii^dz \/^ C- ^1 



Für m » and m » 2 fähren die beiden letzten Formeln zu 
den in § 10 unter Nr. 15, 16, 18 und 19 angegebenen Resultaten. 

7. Zerlegt man das Integral 



et 



xP~^lxdx 



(1 + XX + X^P 

ü 

in zwei, bezüglich von bis 1 und von 1 bis (X) gehende Integrale 

und setzt im ersten dieser Integrale a? «■ y, im zweiten a? = — » 

so findet man, dass der Wert des ursprünglichen Integrals «— 
ist. Für 



■VI- 



yäc 

folgt hieraus bei positiven, von Null verschiedenen a und c 

/ * zP-^lzdz 1 /g\ r zP-^dz 

{a + l>z + cz^ ^ * \cJJ (a + hz + cz^ 





also z. B. 







Izdz 



la — lc ^ y^ac — h^ , ^«-^ ^ 

arctan > 4ac — o'*>0; 



a + hz + cz^ y4tac — 6* ^ 



00 

/ zlzdz lg — Ic f ^ . >/4ac — 6* 

{a + lz + cz^f^ ^.ac — hA ^VT^^^P^ ^ 
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00- 





1.3.5...(w — 1) rtÜa — lc) 

= -T—- — ^^ • =1 rar gerade m, 

2.4.6 m 2"»-+-2yö^+V»+^ 

2.4.6...rf» — 1) ?a — ?c ' ^ 

= T— - — — =1 fftr ungerade m. 

3.Ö.7 m 2"»"+'^"l/a"*+^C™+^ 

8. Um 

J^fl{l + tand)dd 



ZTx bestimmen, setze man 6 = -i- « — qp, dann ist 



folglich , 

'/?(l + <awe)(?e« -1-^22. 

9. Ist 

J ^flsindddj 



so ist auch, wenn man y ;c — 6 an Stelle von 6 setzt: 
und für 0- ig): " 



ri9m2ddd ■= -|-J lsinq)d(p = -|-( flsintpdip + Clsm^d(p^ = J. 

' 6 JL- 

2J ^fQsin 26 - ? 2) de = J - 1 7t i 2, 
b 

flsmedd'=^flcosdde^-\7il2 



flsinddd «12. 



o 

Daher ist 





folglich 



und 
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Durch partielle Integration erhält man noch 

i« 
feeotede-^ni2. 



10. Es sei 

n 


setzt man 9 = ;t — 9), so wird 
ft 
J '^({^ — (p)l sin q) dq) '^ — nH 2 — eT", 

also 

• n 

fdlsmedd \nH2. 



11. Setzt man 

so ist identisch 

dd r dd 



r d% r dd 

J {acosd + hsind + c)'^ J [h cos{d — y) + c]" 


und för 9 — y = ij 

irr 2 rt-' y 

dri 



J {acosd + hsind + 0)"» J (h( 



icosfi + c)r 
-y 

Man zerlege nun das Integral rechter Hand nach dem Schema 

2ä — y n 27t 2n 

f-S+f+f-f 

— y — y n 2n—y 

und substituiere im ersten Integral ?/= — ?, im zweiten 1? =* + ?i 
im dritten und vierten »j = 2 tu — f ; dies giebt 

2n n 



endlich far 



wobei a^ + 6^ < c^ vorausgesetzt wird, 



27t T^ 



/dd C d(o 

{acosd + h sind + cf "~ J {c?cos^(a + ß^sin^a))" 
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Spezielle Fälle hiervon sind 

2;? 

/[ dd 27r 

acosd + bsinO + c y^äZT^TZT^ 





/ö 



dd 2nc 



(acosd + hsmd + cf y{c^— a^— h^f 

u 
12. Nach demselben Verfahren erhält man die allgemeine Formel 

tn n 

fF(a cosd + b sin 0) dd = 2fF{ya^+h\ cos ?) dt. 





13. Der Wert des Integrals 



J =1 sin 2m G) cot na de 



lässt sich, wenn m und n ganze positive Zahlen bedeuten, auf 
folgendem Wege finden. Man substituiere zunächst no » 9, zerlege 
das entstehende Integral 



1 /^. 2mq) 

== — 1 sin ( 

nj n 



e7== — / sin — ^^ cot (p dtp 


nach dem Schema 

nn n in Zn nn 

nnd setze im ersten Integrale rechter Hand fp ^^^ ijf^ im zweiten 
y = TT + ^, im dritten (p ^= 2% -{- xj) u. s.w.; das Besultat ist 
n n 

A r , 2m^ , . B r 2m^ ^ , 

e/ — — I Sin cotil)dtb-\ I cos cotthdtl;, 

nJ n nJ n 



worin A und 3 folgende Bedeutungen haben: 

, . 2mTt . 4w7i; . 6w7r . . (2n—2)m7t 

A=^l + cos h cos h cos 1 \-cos 1 

n n n n 

^ . 2m7t , . Amn . . QmTt . . . (2n — 2)m7r 

B =» 5m h sin h ^** rsm • 

n n n n 



7t 

— I SWi 
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Aus den im ersten Teile, § 35, Nr. 14 und 15 entwickelten 

Formeln ergiebt sich ( fttr a? = 1 und 6 -= j i dass A^n oder 

»- ist, je nachdem » in m aufgeht oder nicht, und dass B 
immer = ist. Im zweiten Falle wird eT" =» 0; im ersten sei 

— » $, also $ eine ganze Zahl; die Gleichung 
n 

sm2q^cotif — 1 + 2{co5 2^ + cos4^ H 1- cos{2q — 2)^) 

+ cos2qil} 
liefert dann J" — tt. Der Wert des Produktes 

n 
sin2m(ocotn(od(o 



ist denmach » 1 oder <= 0, je nachdem n in 9» aufgeht oder nicht» 

14. Bezeichnet h eine ganze positive Zahl, so erhält man durch 
ein ganz fthnliches Verfahren 

lf(e)smkddd''j fzsinidi, 



worin Z die folgende Bedeutung hat: 

15. Nach derselben Methode findet man 

n TT 

1 f(ß) sinne dd^j 1 Zsm^idt, 



worin Z durch die Oleichxmg 
bestimmt ist. 
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§23. 
Die Vatiatioii der Konstanten. 

I. Wenn in einem bestimmten Integrale eine willkürliche Eon- 
stante r vorkommt, wie z. B. in der Gleichung 

h 
W^ff(x,r)dx, 

a 

SO hängt auch der Integralwert W von r ab und es kann daher 
W in Beziehung auf r differenziert werden. Unter der Voraus- 
setzung, dass die Integrationsgrenzen a und h kein r enthalten, 
geschieht die Differentiation unter dem Integralzeichen 
mittels der Formel 6 



dr J dr ' 



wenn dagegen r auch in a und h vorkommt, so ist 



-A^dx + fQ>,r)--fia,r)-. 



dW 
dr 

a 

Diese Formeln gelten jedoch nur unter der Bedingung, dass 
bei unendlich abnehmenden /itr und einem echt gebrochenen e 

IAm\jrffj:\x,r + sJr)dx\'=^0 

ist, welcher Fall eintritt, wenn das Integral 

j'fr'{x,r)dx 

a 

einen endlichen Wert besitzt. 

Man kann auch eine Integration unter dem Integral- 
zeichen ausführen. Multipliziert man die Gleichung 

W^Jfix, r)dx 

a 

beiderseits mit dr und integriert dann in Beziehung auf r zwischen 
den Grenzen r^ und r,, so erhält man: 

JWdr^fdx.\ff(x,r)drl 
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Durch Differentiation oder Integration unter dem Integral- 
zeichen kann man aus bestimmten Integralen, deren Werte bekannt 
sind, neue herleiten. 

Beispiele. 1. Aus 

1 

^ + 1 



findet man durch Differentiation nach fi 
1 



2. Nach § 10 Nr. 42 hat man 



00 



differenziert man w-mal in Bezug auf a, so erhält man 



00 



1.2.3...« .^^ 

^n^-az^g^ -j- , a>0 





(vergl. § 10 Nr. 44). 

3. Differenziert man (§ 10 Nr. 47) 



da) 



J a^cos^(o + §^sin^(Q 2 aß 





nach a, so ergiebt sich 

cos^m doD 







dagegen nach ß differenziert: 

/sm^(od(Q % 

(a^cos^o) + ß^sin^taf ^ 4a/3*' 



folglich durch Addition 
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4-« 



J {-'< 



doD n cc^+ ß' 



2 _L ä2 



'' COSTCO + ß^ sin^coY 4 a*/3' 





(vergl. § 10 Nr. 48). 
4. Ans 



1 



lxf*dx = — j-^1 |x>— 1 



fi + l 



erhält man, wenn man in Bezng auf fi zwischen den Grenzen 
und fi integriert 

1 lu 1 





also 

1 



/'■[/""""] -/tti' 



J^'^^dX^lifl + l), ^>-l. 



5. 



n 



zwischen 1 und n in Bezug auf n integriert, liefert 

/ß — X ß — nx 
: dx ^ In, 
X 


6. Nach § 10, Nr. 55 hat man 

V 1 + a^' 



integriert man zwischen den Grenzen und a in Bezug auf a, so 
erhält man: 

cosudu ^^1(1 + a*). 
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7. Nach demselben Verfahren erhält man ans 

1 



fe- ... ^_^-, 





7 e'^^^smudu =» 



00 



U 


Hieraus hat man für a»cx> 



8%n udw^ arctan a. 



« 



du «= — -» 

u 2 



folglich 



00 

ß 



svnuau «= arctan — 





8. Ans dem unbestimmten Integral erhält man 



n 

U 






^ 

durch Integration in Bezug auf £ zwischen den Grenzen und t 
erhält man 





ebenso ist 



7» 



Durch Addition findet man, wenn 1 — £^= ^ gesetzt wird: 



CT 





n» Durch Variation der Konstanten kann man oft den Wert 
eines bestimmten Integrals finden. Namentlich lässt sich ein numerisches 
Integral zuweilen dadurch bestimmen, dass man es zunächst durch 
Einführung willkürlicher Eonstanten verallgemeinert und in Be- 
ziehung auf letztere differenziert. 
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Beispiele, 1. Um das nnmerische Integral 



ß 



-dx 



1 + x^ 



zu bestimmen, betrachtet man das allgemeinere Integral 








Wegen X^ + fi^x^ > f^^^^ luid weil der Ausdruck unter dem Inte- 
gralzeichen inuner positiv ist, hat man zunächst 



0<W<^/ ^—^ Ux; 



mittels partieller Integration findet man weiter 

— ^ 5 'dx = TTx: 



f- 



hieraus zusammen folgt, ,dasß W einen endlichen, zwischen xmd 



nK 



—^ liegenden Wert besitzt, der fttr x = verschwindet. Diffe- 

renziert man die ursprüngliche Gleichung in Beziehxmg auf x, so 
erhält man 

flO 

dW. r x^dx n 



mitbin durch Integration 

W^ ^lUX + i^)+ Const 

Die Integrationskonstante bestinunt sich durch die Bemerkung, dass 
für X " auch W verschwindet; die Zusammenstellung der ersten 
und letzten Form von W fährt dann zu dem Integralwerte 



woraus sich der Wert des numerischen Integrals 



/' 



— - — ^dx = 7tl2 

1 + x^ 



ergiebt. 
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In dem speziellen Falle x ^ /Lt « 1 kann man dem Integrale 
durch Substitution von x = cotd und X = )/l — e^ die folgende 
trigonometrische Form verleihen: 



1 



/i 



Isinddd n Z(l+yT-£^ 



1-E^sin^d 2 )/r^a 



2 



B^<1. 



Schreibt man statt dieser Gleichung die mit ihr identische 

T^ 1 

IsinQdQ T^ r 1 ^^ 



/ ' Isinddd jr r 1 



+ ^ 



entwickelt beide Seiten nach Potenzen von s und vergleicht die 
Koeffizienten von e^**, so gelangt man zu der Gleichung 

T^ 1 



_ ^ 1.3.5...(2»-l) f ...+ M. 

~~¥'2.4.6 (2«) l'^-T+J- +2»/ 

Aus der allgemeinen Formel lassen sich durch mehrmalige 
Differentiationen in Beziehung auf l oder fi noch viele andere Re- 
sultate ableiten; z. B. 

/z(l + xV), _ « /,/, , *^\ ^^ \ 

J (X«+ i^^a^O' "" 2lV l V 7/ ^^n^J * 



Mit Hilfe der identischen Gleichung 
gelangt maa leicht zn der Formel 



die wieder folgende Anwendung gestattet. 
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Durch partielle Integration ergiebt sich 



/ 



i (1 + « V) • Kl + 13 V) , i(i + aV ) J (1 + ß^x') 

A dx — — — — z 



r^,2/r.2^ 



+ 8/1 . , o«^2 + 1+a'x^ i X>' 



, n ßH{i+u 

mithin nach der vorigen Formel 



f 



A dX 

xr 





und spezieller für « = j3 = 1 



2. Handelt es sich um das numerische Integral 

30 

arctcm x dx 



J 1 + a;^ X 





so betrachte man vorersi; das allgemeinere Integral 

r ardaniy.x) dx 



wegen arc<aw(}cic) <jta; ist W positiv und kleiner als -^—^-i mithin 

^ A jU> 

für X = auch W= 0. Durch Differentiation in Beziehung auf % 
und nachherige Integration findet man leicht 



/ 





der Wert des ursprünglichen numerischen Integrals ist demnach 
7rZ2. 
Differenziert pian die vorstehende Gleichung nach A, so erhält 



= |7rZ2 



man 



CO *** 

/*arcUm{xx) dx _ tc {ai(-ii^^\ ^^ \ 
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die Differentiation nach (i liefert dagegen ein sehr einfaches Be- 
sultat, nämlich 

QO 

/x . arctan (kx) n x 

Mit Hilfe der partiellen Integration lassen sich hieraus noch 
folgende Besultate herleiten: 

/* ?(! + a^x^) . arctm (ßx) 



-in{aß + {a^^ß^)l(a + ß)--aHa + ßHß), 

QO 

/arctan{ttx).ard<m(ßx) . , f(« + /*)"'^'*1 



und spezieller für a «= /3 = 1, ardcmx = 6, 



Auf analoge Weise gelangt man zu den nachstehenden Formeln: 

1 . • 

1 



3. fi^^a.^fni+.s^>B)äe^4^+J^y 



V 

^ 

woraus u. a. folgt 





(vergl. n, Beispiel 8). 





5. IM—-' ) — y '^ lli- -T-a)^-ä = "^^^^ 



* — arcsm%. 
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1 
^ Px arctan (kx) % }/l + x* — 1 

^ 

1 
_ r arctan (%x) ^ n.. . /-— - — =. 

*• 

8. Atiß der Gleichung 



6 

TT«« I —e-^'dx 



erhält man durch Differentiation nach t 



h 



dW l t«n e-*'-e-«^ 



mithin 






W^l ' dt+Canst, 



t 

Setzt man in beiden fOr W geltenden Formeln t^hj ^ — 
und subtrahiert, so findet man 

ö h 



J-ir-''''J — ^-''^ 



oder 

/-^._,(A)_/l....... 

a 

Im Falle a > tmd 6 > Uegt der Wert des rechter Hand 
Yorkonmienden Integrals zwischen den Grenzen 

b 



A- 



^"^dx* 



ah >,— ft* 



e- «'* — e" 



_ ah 

a 

und 



/ye-^^drc — 



5Ä 



welche fOr Ä =« oo verschwinden. Es ist daher (vgl. I Beispiel ö) 

Sohlömiloh, Übongsbuch IL 4. Aufl. 14 
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dt^l[—y a>0, b>0. 



9. Wenn n eine ganze positive Zahl bezeichnet und 



2n7t 

Psin 



__ . smx ,^_ 

X 




gesetzt wird, so findet man durch eine der vorigen ganz analoge 
Bechnung 

Inn h 

/siifl X i ß — 2nÄ^ 

(1 — e"-**) dx « arctcm ä — / ^ dt 



und f ür Ä == oo 

/smx ^ n /^g— 2*171^ 



Handelt es sich um das allgemeinere Integral 



CO 



sm X , 
dx. 

X 




dessen obere Grenze kein Vielfaches von 2n; ist, so kann immer 
CD = 2^71 + (> gesetzt werden, wo der Rest q weniger als 2 jc be- 
trägt; femer lässt sich die Zerlegung 

w 2nn-^Q 2nn 2*171+0 

f-f-Af 

2nn 

und im letzten Integrale die Substitution x == 2n7t + y anwenden, 
wodurch entsteht 

W 00 <j 

— ^'-J-^J T+W''+J Ji^i^y^'' 
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Wegen 



0< 



1 + 



< 1 



liegt der Wert des ersten Integrals rechter Hand zwischen und 

; weil femer —l<siny< + l ist, hat das zweite Integral 

einen zwischen 

-^fl + ^'l und +l(l+-^] 

enthaltenen Wert; farco^^oo, d. h. w-«cx) wird nun (vgl. I Bei- 
spiel 7) 



~x~ 



sin X ^ n 

dx^—' 
X 2 



Die Substitution i» «= f*9 giebt unter der Voraussetzung eines 
positiven ^ ^ 

00 

sin fid 



ß 



e 



■dd 



ti>0. 



Beachtet man, dass 

sin(a + ß)d + sin (a — /3) 6, far jS < a, 

2 sin ad cos ßQ ^ sin 2 ady ftir jS « a, 

[sin (ß + a)d - sin (ß — ci)d, for jS > a, 

so gelangt man zu der allgemeineren Formel 

^jr, für j3<a, 



/ 



*sin ad cos ßd r. 



^7E, far/5 = a, 
0, für /S>a, 



die weder nach a noch in Beziehung auf ß differenziert werden darf. 
Durch partielle Integration ergiebt sich femer 

^Tcß, für /?<«, 



/ 



dn ad sm ßd 



dd 



i«(/3 + a), für jS-«, 
-|-«a, für (5> «, 



und hieraus wieder, gleichfalls durch partielle Integration, 



i7ra(2/S — a), für j3 ^ a. 
14* 
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Diese Resultate lassen sich geometrisch auf folgende Weise 
veranschaulichen. Man betrachte die Gleichung 



00 

2 h Csin a 



d cos xO _^ 



e 

6 

worin h eine positive Eonstante bezeichnen möge, als Gleichung 
einer auf rechtwinklige Koordinaten bezogenen Kurve. Letztere be- 
steht dann för ^ a; < a aus einer in der Höhe h parallel zur 
o;- Achse liegenden Geraden; für x '^^ a ändert sich die Linie sprung- 
weise und hat einen isolierten Punkt mit den Koordinaten a und -|-Ä ; 
fttr x> a fällt die Kurve mit der a; -Achse zusanmien. Negativen 
X entsprechen dieselben Ordinaten wie gleich grossen positiven x. . 
Konstruiert man auf analoge Weise die Gleichung 

oo 

2 /^sin ad sin xd ,n 

'"^J ¥ ''^' . 



SO erhält man von a; « bis x »^ a eine durch den Koordinaten- 
anfang gehende Gerade, welche die Abscissenachse unter einem 
halben rechten Winkel schneidet; von x ^ a bis a; •« oo ist die 
Kurve in der Höhe a parallel zur Abscissenachse. 
Die Kurve, deren Gleichung ist 

oo 

2 f^sin adil — cos X 0) ,/. 

'--^hj e^ -^^^ 



x^ 
fällt von a? = bis x ^^^ a mit der Parabel ^ *= ^tt zusammen; für 

x> a wird sie zu einer Geraden, die das vorige Parabelstück 
in seinem Endpunkte berührt. 

10. Differenziert man das Integral 






X 




in Beziehimg auf r und beachtet, dass W gleichzeitig mit r ver- 
schwindet, so findet man (vgl. I Beispiel 7) 



oo 

ß 



'stnrx , r 

dx = ardan — • 

X a 
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11. Da« Integral 

cosrxdXj 



ß 



welches für r «= in das unter Nr. 8 entwickelte Integral übergeht, 
lässt sich analog behandeln; sein Wert ist 






e^a«_ g-6a; 






■cosrxdx , . , ^ 

12. Mittels der Bemerkung, dass bei positiven z die Expo- 
nentialgrösse e* positiv und > 1 + je? ist, findet man sofort 

0<l^-^de< I — —de: 

das in der Mitte stehende Integral besitzt demnach einen zwischen 
und it liegenden, d. h. einen endlichen positiven Wert, der 
A heissen möge. Setzt man in der Gleichung 

J yz 

z ^^Tcy^ so findet man noch 

00 

/ß— *y A 

Nach dieser Vorbereitung soll das Integral 





betrachtet werden. Hier ist 



7 z-^^y 

. (1 + : 



Tiiiihin 



dF / V-<(i+y) Aer* 

dt" J yi ^~ 1/7 

V a\ f^dt Jt ConstX. 
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Setzt man in beiden für V geltenden Gleichungen t ^^^h, t *^ 
und subtrahiert, so erhält man 

oder umgekehrt 

Ä f^dt ^n-e-" I ^''^ ^ dy. 

J Vt / (l + y)l/j/ 

Da -— — ein positiver echter Bruch ist, so gilt die Ungleichung 
1 + y 



o<r- 
j (1 



e-*» , Ä 
dy< 



^ (1 + y)vV Vä 





und schliesslich 



A I —= dt « TT, das ist A^ = tt, 

J yt 



mithin wird für Ä = cx) 

'El 

oder für y « ;8f* 

QO 

Je-^'^dg^^}/^^ 7c>0. 



Durch mehrmalige Differentiation in Beziehung auf k lassen 
sich aus den vorigen Formeln die nachstehenden ableiten: 

OO QO 

fr-^ e-^y äy - 2y;-e— dz = ' ' ' ' ';,i'^ ~ '^ j/^' 



Mittels partieller Integration findet man noch 



OO OO 



^ '^ 

oper etwas allgemeiner 



— ^= 2y ^— dz = 2i^^(y^-y^). 
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Setzt man a ^ {fi — vf, h ^ (ji + vf und beachtet, dass die Werte 
von yä und y& immer positiv sein müssen, so erhält man 



^ß-(yu-y)»*» __ g-ou+y)«^ [^Yn .11 für ^ |[A < V, 

2 ^^"^ 1 

^ [2y^. V für |ii>i>. 



00 

ß 



Die Kurve, deren Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten | und 
9y ist 

^■^■^-S^ / ::§ ^^^ 



ß A 

2aY^J 





bildet denmach von | «= his 6 •« a eine Gerade, die mit der 

o 

Geraden ly — -^g zusammenfällt: von | — a bis | — cx) besteht sie 
a 

aus einer in der Entfernung ß parallel zur |- Achse liegenden Ge- 
raden; gleichen und entgegengesetzten | entsprechen gleiche uild 
entgegengesetzte 97. 

13. Es sei 

U ^ J e-^'^ cos 2txdx\ 

6 
man erhält dann 



du o r 



xe^'^ sin 2txdx 
und durch partielle Integration, wobei die Formel 

zu beachten ist, 

^ 2tU oder dlU '^ d(- t^), 

dt 

Die Integration liefert Z7 — Ce""'*, wobei sich die Konstante C 

mittels der Bemerkung bestimmt, dass dem Falle f >— der SpeziaL- 

wert U « y)/^ entspricht; es ist demnach 

fe-'^cos 2txdx-^ tV^-«""'* 


und fttr Ä — az. t^ — 
a 

/e-«*'" cos 2l)zdZ'^ ^ e"^ «"^ , a >-0. 
2a 
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14. Duroh Differentiation der Gleichung 
^er*y{sin i — ycosi) 



erhält man 





dt J 



- dy « y 7c 



TnithiTi 



Vy Vi 

U^Y^l r^dt+Canst}; 

subtrahiert man die für ^ « Ä und f — entstehenden Werte von 
U^ so gelangt man zu der Gleichung 

yn / — =^a^ ^-^ + sinh I ^ — cos h 1 — ~ 

' J Vi 1/2 / (1 +yO>/2/ / (1 +y*)y7 

Bei unendlich wachsenden 1% wird dieselbe zur folgenden: 

^ 
und für * — ft0 

^ 

15. Nach demselben Verfahren lässt sich aus der Gleichung 

^ Ce^^y (cos t + y sini) 
die nachstehende Formel herleiten: 



/¥^'-v?/ ^><>- 



Nimmt man in den vorigen Gleichungen t = t?*, so wird 
2J''°eos (f,') dri - 2 /Vi« (,,») d, - 1/|, 

00 00 / 

und hieraus für t} » ^ + <» 



oder 
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CO 00 rii 

— 0» — 00 r 

«0 ao /IT 

J sin (y* + cD^cos2 yw da) +fcos (y* + w*) sin 2 yoo dco — > 1/ — • 

— OD — 00 r 

Die beiden Integrale, in denen sin2ym yorkommt, verschwinden 
hier, weil die unter dem Integralzeichen stehenden Funktionen die 
gemeinsame Eigenschaft /"(-- «) *= — /"((») besitzen; die übrig blei- 
benden Gleichungen 

00 00 /~~ 

cos (j^)fcos (cD^) COS 2y CO e^o) — sin (y^fsin (©*) cos 2ycodoD « T/ ~ 

00 00 ' 

00 00 /~~ 

sin(j^) fcos {(o^ cos 2 y(o dfo + cos(y*)Jsi« (co^ cos 2 yo 5 a) = T/ — 

00 —00 ' 

enthalten zwei unbekannte Integrale und liefern als Werte der 
letzteren _ 

Jcos (©*) cos 2yG)dG) = 1/ ^ [cos (y^) + sin (y*)}, 

fsin (w*) cos 2yö)(2a) = 1/ — {cos (y^) -- sm (y*)). 
Für CO «= af, y — — lassen sich diese Eesultate in folgender 



Form darstellen: 



fsin («»J«) cos 2 /Sf d? - ^ si« ( j - ^ J, 





und in die eine Fonnel zusammenziehen 



«>0, 



c"''{'cos2|5?df = ^e''[" («)], i->/=T, 







welche dem Endresultate von Nr. 13 analog ist. 
16. Aus der Gleichung 

a a 

A A' 

ü"«» er'* I —^sintxdx — ef* 1 —e—'^sintxdx 
J ^ J ^ 



erhält man 
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dU 2cosat—(ef'+e-^) 

~dt 1+1« 

und femer, wenn nach geschehener Integration ^ »= &, t ^^ gesetzt 
und subtrahiert wird, 



A A 

" / —ef^sinhxdx — e" 1 —e-'sm'bxdx 
J ^ J sc 



b 

icos at , X 

« 2 / -j d^ — (e<» + ö""**) arctan 6, 



oder 



/■ 





6 

COS at 



a 

+ i^ / dx — \ef*l e?a; 



a a 

+ \e-^ I —(&^—i)$mhxdx + ^ef* / — (1 — e"-') sinl x dx. 



Setzt man im ersten und zweiten Integrale rechter Hand 
hX'^y und zur Abkürzung 

2x ^^ ^' 



so ist auch 

b 



6 

A 





ab a 

i(ga — e—^) I — - dy+ I g>(x)sinhx dx. 





Mittels partieller Integration ergiebt sich nun überhaupt 

a a 

/!./ N . X . f(0)-f(a)cosah . 1 A/ n x ^ 
j f{x)smhxdx'^'-^^ ^^-^ \- — 1 f'(x)coshxdx 

' 

und wenn f(x) und /"' (a;) von a; = bis a; *= a endlich und stetig 
bleiben, so hat das letzte Integral irgend einen endlichen Wert; 
hieraus zusammen folgt 

a 

für 5 = (X), Lim ff (x) sinhxdx « 0. 
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Die spezielle Funktion 

^ «* \i 1.2 + 1.2.3 / 

genügt den för f(x) angegebenen Bedingungen, daher ist für h=-<x> 

e 

Durch Substitution von ^ = — , a ^ aß ergiebt sich noch 






^^'^Ö^0 = f e-«^ «>0, ^>0. 



ö 
17. Ganz analog lässt sich die Gleichung 

a a 

7= e— o I —^sintxdx + ef* I —er'sintxdx 
J oc J X 





behandeln; man findet 



ae 



tsmai ,, % 

Ö 

und mittels derselben Substitution wie vorhin 



« 



d9 «- "ttC-^p, a > 0, /3 > 0. 



«2+6«"^ 2 



Dieselbe Formel kann aus Nr. 16 durch DiflFerentiation nach ß 
abgeleitet werden; fernere Differentiationen nach ß sind aber nicht 
statthaft. Dagegen dürfen die vorigen Formeln beliebig vielmal 
nach a differenziert werden. 

18. Aus der Gleichung 

Jf{x)dx^f(h)-f{a) 

a 

erhält man för a? = a + (6 — d)u 

ff [«(1 - m) + &M] du = fM^M, 

u - u 

und diese Gleichung werde m mal in Beziehung auf a differenziert; 
das Besultat ist 
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1 
/(l - w)'"/<'»+i)[a(l - w) + hu] du 



wobei aber die Bedingung erfCQlt sein muss, dass f{x)^ f(x)^,,, 
/•(»»+ i)(/c) von jr = a bis x ^h endlich tmd stetig bleiben. Setzt 
man für die Binomialkoef&zienten ihre Werte, multipliziert durch- 
gängig mit (p — a)'"+i 

1. 2 . 3...W 
und ninmit schliesslich h ^ a + h^ so erhält man 

1 


Dies ist der Taylorsche Satz, wobei der Best der Beihe unter 
der Form eines bestimmten Integrals erscheint. 

§24 
Entwioklnng bestiminter Integrale in Beihen oder Produkte. 

1. Benutzt man die unter der Bedingung jef*<l giltige Beihen- 

und berücksichtigt die Formel 45 in § IQ, so erhält man för fc'<l 
J \l-xsinej sind Vl2 3^2.4 5^ / 



Hier ist die Summe der rechts stehenden Beihe bekannt, daher 

4-« 

/*/! + Ksind\ dd 
\1 — xsindJ stnu 



oder för X « — 



/(; 



,'a + hsmd\ dd . h 

l ( — r— n 1 -r-A — ^ arcstn — 



a — hsinO/ sin 



7 sin 
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2. Nach demselben Verfahren ergiebt sich 



l{ . . ri jsinüdü « TT '—- 

\a—-o stn u/ h 



3. Beachtet man die Integralformel § 10 Nr. 43 und be- 
nutzt die Snmmenformel (Compendium d. höh. Anal. I. B. § 50) 

1» 1- 2« "•■ 3» "•■ e' 

so erhält man 



ß 



e^ — l 



4. Leitet man aus der Summenformel in Nr. 3 die folgende her: 

1« 2« "^3« 12 

xmd benutzt die für z ^1 giltige Eeihenentwicklung 

Ki + *) = T-Y + ¥ + -' 



SO ergiebt sich 



/ 



'(•' + '>K 12 





5. Mittels der in Tl. I, § 35 und § 45 angegebenen Beihen- 
formeln findet man für ein ganzes positives n>0 



L 



cosnQdd 



1 — 2« C056 + Ä* "" 1 — X*' 





7t 

/* sinn 
1— 2k cos 6+^^" 2 





dsinOdd ^ „ t 9^^ 



M(l-2x 



X 

cosd + 7i^)cosnQdd « — 7f — > x*<l. 




n 



/^ / %smd \ . aja ^^ s 

aräani- ^Isinnudü — -r-""' ^ 
Vi — xcos6/ 2 w 



ff 

/* JE X»» 
e*<»»^co5(xm6)cosn6ö[6 « -^.- — _ 
^ "^ 2 1 . 2 ... w 
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10, / e^^'^sin (x sin ff) sin nOdd-^ 



2 1. 2 .. .w 



11. Einerseits ist 

I e-""^^ cos (n sind) dd 



""2 ll'l 3 1.2 .3''"5 1. 2,.. 5 " j' 



andererseits 



ß 



sinm Ix 1 tt 1 

— 05«_. ___.___ + _ ^2. ..5 


mithin ^ -j.„ 



Da cos(x5iw0) zwischen — 1 und + 1 enthalten ist, so hat man 

- i=L < «-""' «»« (« *^ ö)< + ^ 

xind noch stärker 

— ■,,10 — ää<^*'^®^^('*^**Ö) <+ . , 1 2 — 2a' 

l + yX^COS^Ö 1+-|-X^C05*Ö 

woraus folgt: ^n 

- , "^ < Ce-'^^'^^ cosUsinff)dQ <+ -—^=^ 


Für X « 00 ergiebt sich nun, wie früher auf anderem Wege, 



ß 



Sinai , n 

d(ü^- 

00 2 


12. Wenn sich der Wert eines bestimmten Integrales sowohl 

durch direkte Integration als auch mittels einer unendlichen Reihe 

finden lässt, so fahrt die Vergleichung beider Formen zu einer 

neuen Reihenentwicklung. So ist z. B. bei positiven 1 — x einerseits 



ß 



(1 — xYdx « 



Domis 
Grenzen — 1 und + 1 nicht überschreitet. 



^1- . 
andererseits hat man nach dem binomischen Satze falls. % die 
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mithin 



' 1 

/('-')-'"-'-T'-Ä''-i4:3-*-- 



e^n ^ /aj(l — a;)(2 — a;) ... (w — 1 — a;)daj. 



Die Vergleichung beider Formen liefert 

- i^^r--^x^ ^^—x^ 

und zwar sind die Werte der mit J bezeichneten Integrale 

''1 «> «'2 — 6' ^9 — T» ^4c w «'s T» • • • 
so dass man auch schreiben kann 



^ 8 12* 24* 720^ 160* 



13. Von der Gleichung 
1 
/(l - r + ra;)(l -- t)*«^» « 



<n:;). 

ausgehend, erhält man nach demselben Verfahren 

l-r+^T»+— ^- 
^ 1.2 ^1.2.3 



'(r^) 



r» + - 



worin die Koeffizienten folgende sind: 

1 

£■„ «/ic(l - x){2 - a;) ... (n - 2 - aj)[l - (« - l)a;](ia;. 

6 
Dasselbe "Eesultat lässt sich aus Nr. 12 durch DiflFerentiation 
in Beziehung auf t herleiten. 

Bemejrkenswert ist noch die folgende Kombination der beiden 
letzten Entwicklungen: 
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1 ^1.2 ^1.2.3 ^1.2.3.4 



t« + 



worin fij, H^ u. s. w. die nachstehenden Werte haben: 

-Hi = — il, JJg^O, -^3 — 120» "^4^80'- •• 

1 
Hn'^fx{l — x)(2 — x) . . . (n -- 1 — x) , (^ — x)dx. 


14. Aus der Integralformel 




1 



(^-Hih) 



erhält man auf ähnliche Weise wie in Nr. 12 



^1 , ^2 






1.2 



t + 



^8 



1.2.3 



.T«+. 



-1<T<+1, 

worin 6r„ durch die Formel 
1 
Gn^Jil - x){2 - a;) . . . (w ~ x)dx 
6 

bestimmt ist. Multipliziert man die gewonnene Reihenentwicklung 
mit dz und integriert zwischen den Grenzen r = und r « t, so 
gelangt man zu der bemerkenswerten Formel 

L Vi~t/J ^1 1^1.22^1.2.33^ 

-l<r< + l; 



dabei i$t 



"^1 — Ti 0^2 ^^ T' "^8 •** T» "^4 ' 
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15. Bestimmt man den Wert des Integrals 



/ 



C08(lddd 





erst direkt und nachher mittels der Beihenentwicklnng (Compen- 
dimn d. h. Anal. I. B. § 48 , Nr. 18) 

1.2. 3. 4. 5-6 **** " 
SO erhält man für jia « 2A 

sin l7t A« / ^\^_(._^\(._^\^ 

Die rechts stehende Reihe lässt sich in folgende zwei Teile 
zerlegen: 

und der erste Teil durch gewöhnliche Addition znsanmienziehen; 
dies gieht 

Wählt man die ganze Zahl w + 1 > A, so ist ö« positiv und 
kleiner als 

111 
(n + 1)2 + (w + 2)« "^ (« + 3)» + **' 

^ \ n "" w + 1/ "*" ^n+1 "* w + 2J "*" U+ 2 "" tT+^z "' 
d.i. 

Sohlömiloh, Übungsbuch IL 4. Aufl. \^ 
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0<<r^<-i 
n 

und es kann daher a„ «- — gesetzt werden, wo q einen nicht näher 

bestimmten positiven echten Brach bezeichnet. Nach diesen Er- 
örterungen ist 



sin In 



n 

für n » oo folgt hieraus das bekannte unendliche Produkt fOr den 
Sinus eines beliebigen Bogens. 

16. Unter der Yorauffsetzung a > 5 > lässt sich das Integral 






auf verschiedene Weise entwickeln. Pur cos^^> ■- 1 — sifi^tp und wenn 
die Abkürzung 

a 
benutzt wird, findet man zunächst 

Diese Formel gewährt nur dann eine bequeme Rechnung, wenn x 
ein kleiner Bruch ist, also a wenig mehr iils h beträgt. 
Behufs einer zweiten Entwicklung sei 

aus der Gleichung 

n 



F 



""« + Jl 



folgt dann ® 

wobei die Reihe rascher konvergiert als die vorige. 

Falls ä bedeutend grösser als h ist, mithin % nahe an 
Einheit liegt, sei 
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h 



aincp — fl?, — — l/l — «^ — A, 
a 

mithin ^ 

dx 






V)[l-(l-i»)a!»] 





Man zerlege mm das Integraftionsinterridl bis 1 in die beiden 
Intervalle 

bis , und , bk 1 

und substituiere 

w 1 

im ersten Intecnrale x =» , > im zweiten Inteerale a? « . 

die beiden Integrale werden dann gleieh und es entsteht zfm&chst 
die Transformation 



Wird hier (l + Ay*)"" a nach dem binomischen Satze entwickelt, so 
ergiebt sich 

worin äie Koeffizienten C^, Üj, tT,, . . . auf folgende Weise zu be- 
rechnen sind: 

Co-2?(l+VT+Ä) + ?(y), 

n 

Falls A so klein ist, dass A^, A^, ... vemachläsaigt werden 
können, hat man 

also bei Weglassimg der Tenne, welche k^ und A* enthalten, 

16* 
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Für sehr kleine iL wird noch einfacher 



-^(i)-i'{¥)- 



Beispielsweise entspricht den Werten a -> 1 und b ^ 0,01 

F - 5,9915894. 
17. Das Integral 



welches die Länge des aus den Halbachsen a und & < a konstruierten 
Ellipsenquadranten darstellt, gestattet ähnliche Transformationen wie 
das vorige. Unter Beibehaltung der in Nr. 16 eingefOhrten Be- 
zeichnungen erhält man erstens 



-'^""■yl^ — T'* "64'^ 256*^ i68«4* / 



und zweitens 



Benutzt man die vorhin angegebene Zerlegung des Integrations- 
intervalls nebst den zugehörigen Substitutionen und wendet nachher 
die partielle Integration an, so gelangt man zu der Transformation 

1 

' 

diese fOhii zu der Entwicklung 



JE. 



a{l-(C,-l)A + |C,i*-il|c.i'' + ...}, 



worin Gj, C^, CJj, . , . dieselben Werte haben wie in Nr. 16. 

Bei Weglassung von X\ A*, . . . reduziert sich die eingeklanmierte 
Beihe auf 



und ist daher für kleine X nahezu 
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6* . 6» J4a> 



4a ^ 2a V 5/ 



Beispielsweise entspricht den Werten a = 1 und h « 0,01 

E « 1,0002747. 

18. Unter der Yoraassetznng eines beliebigen positiven p werde 
xinter r(p) folgende Funktion verstanden: 

1 



'■»-/['©]'-'- 



oder, wenn x = c"~' gesetzt wird, 



Dnrcb partielle Integration findet man leicht 

Csflc'dz = qjz^-^e-'dz, q> 0, 

6 

das ist 

r{q + 1) « qr(q), 

und durch mehrmalige Anwendung der vorstehenden Formel 
r(k + r) = r(r + 1) (r + 2) . . . (r + Ä - 1) • r(r)', r > 0. 

Hiemach ist, wenn man von dem Falle r = l, r(l) = 1 
ausgeht, 

r(Ä; + l)-1.2-3.-Ä;. 



Weil femer nach § 23 Nr. 12 



^ 

ist, 80 folgt für r — -|-, 



In der ursprünglichen für r{p) gegebenen Definition betrachte 

ll—j ^ — Ix als den Grenzwert von nyl — x^J für 
n » cx>; es ist dann 



man nun 

\X' 
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oder für a? -• y** 

1 

r(p) - Xim{«»'/y»- 1(1 - yy-^dy), 



d. i. nach Formel 29) in § 10 

„, ^ ^. ( l-2-3...w-nP-i ) 

i'{P+l)(jP+2)...(l) + M-l) I' 

r(j,). 



oo. 



wofOr man auch 

_i (i+iY (i+^y (i+jY 
p i+ip i+ip i+ip 

schreiben kann (vergl. Tl, I, S. 267). 

Nach der vorhergehenden Fonnd findet man 

r(i)r(i-i) 



das ist 



r(i)r(i-i)--^, o<i<i. 



Im speziellan Falle ^ ^ -|- ergiebt sich wie Mher r(y) -* Yn, 
Setzt man p ^1 + q nnd nimmt die Logarithmen, so erhält 
man leicht 

Unter der Voraussetzung — 1 < ^ < + 1 lassen sich die vor- 
kommenden Logarithmen nach Potenzen von q entwickeln, wobei 
zur Abkürzung 

T^ + Y,+l, + - — 8„ fc>l 

sein möge; das Resultat ist dann 

ir{i + a) - - Ca + is,«»- ^3,^+ j^s^^ , 

-1<2< + 1. 
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Hieraua erhellt die Möglichkeit, ir(l + q)^ also auch ir{q) 
mittels einer, gut konvergierenden Beihe zu berechnen. Die Werte 
von S^j ^Ij, . . . sind: 

8^ « 1,64493 40668, S^ - 1,20205 69032, 
84^ = 1,08232 32337, Äj -= 1,03692 77551, 
/S'e =«1,01734 30620, Ä^^ =« 1,00834 92774, 
8^ ^ 1,00407 73562,. 8^ ^ 1,00200 83928, 
iSio- 1,00099 45751, Äu« 1,00049 41886, 



Die Konstante C ergiebt sich aus der vorigen Gleichung fOr 
3 = i"» ^o der WiBrt der linken Seite bekannt ist; man erhält 

C - 0,57721 56649. 

Eine oft brauchbare kleine Tafel der Biigg'schen Logarithmen 
von r(ff) und F(l + q) ist folgende: 



2 


logr(q) 


logril + q) 


12 


1,060 6762 


0,981 4950 - 1 


_1- 
12 


0,745 5679 


0,967 4166-1 


12 


0,559 3811 


0,957 3211-1 


4 
12 


0,427 9627 


0,950 8415—1 


5 

12 


0,327 8812 


0,947 6700 — 1 


6 
12 


0,248 5749 


0,947 5449 - 1 


JL 
12 


0,184 3249 


0,950 2417-1 


-1- 
12 


0,131 6565 


0,955 5652 - 1 


12 


0,088 2838 


0,963 3451—1 


10 
12 


0,052 6120 


0,973 4308 — 1 


IL 
12 


0,023 4774 


0,985 6888 - 1 



Differenziert man die fiir n »- 00 geltende Gleichung 
in Beziehung auf q und addiert nachher die Gleichung 



12 n 



so erhält man 
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r(i+qy Vi i+a/'^Va 2+2V "^V« «+g/ 



1 1 

— / dx + I x^dx. 

J 1— a? J \ — x 



Bei positiven ^ behält der Quotient (l — a?^) : (1 — rc) immer einen 
endlichen Wert; daraus folgt leicht, dass das letzte Integral bei 
unendlich wachsenden n gegen die Null konvergiert, womit die 
Formel ^ 



gewonnen wird. Wegen lT{jg) = Zr(l + jp)--ijp ist auch 

1 



r 






oder, wenn man 1 — a^ in 1 — 0?^—^ + fl?^""^ — a^ zerlegt. 



r'(jp)=.r(p) 



1 



(la? 



JP^O, 



jp>0. 



mithin zufolge der ursprünglichen Bedeutung von r(p) 
j g^-'ie-'lzdz^r{p) -C + 1 ^ ~~^ ^ dx 

l 

In den speziellen Fällen 

i? ■= Ä; und 1> = A; + y, 

wo "k eine ganze positive Zahl bezeichnet, lässt sich die rechte 
Seite vollständig entwickeln. 
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§25. 
Summierung von Beihen mittels bestimmter Integrale. 

Wenn ein Ausdruck von der Form f{x^ m) dx zwischen zwei 

von m unabhängigen Grenzen a und ß integriert wird, so ist der 

Integralwert im allgemeinen eine neue Funktion von m; es besteht 

also eine Gleichung von der Form 

ß 
ff(x, m)dx^ q> (m), 

a 

Aus dieser folgt: 

ß 
fifix, 0) + f{x, 1) + /^(a;, 2) + . . . + f(x, n - l)} dx 

= 9(0) + 9(1) + g)(2) + ...+ (p(w -1). 

Hier kann es sich treffen, dass die unter dem Integralzeichen 

stehende Beihe leicht summierbar ist, und dann erhält man die 

Sunmie der Beihe <p(P) + 9(1) + • • • durch ein bestimmtes Integral 

ausgedrückt, dessen Wert sich nicht selten auf anderem Wege 

finden lässt. 

1. Durch Anwendimg der Formel 

1 

/x^+^'-^dx^^z—, — » k + m>0 
k + m 

erhält man 

Ä Ä + l'^fc+2 "^fc + w-l 

J 1 + x ^ V 1 + ^ 



Zufolge des ümstandes, dass zwischen y und 1 liegt, 

findet man 



mithin für w = 00 

Ä Ä; + l^Ä; + 2 Ä + 3^ ^1 + » 



oder für Ä = — ? a? — ^ 
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1 1 +^^-^^^+....,^^., 



J 1 + ^ 



a a + h a+2h a + 36 Jl + t" 



Bem»idkensw6rte^ spezielle Fälle hisFron smd 

1 « ^^ 3 4 ^^ 6 6 ^ ^^' 

i-.i4.i__i4.J._Xj ^^ 

1 8'5 7'9 11^^ 4 



TT 
1 



2 5^8 11^14 17 ^ ' Vl/3 / 

1 6 -t- 9 18-t-17 21-^ ^^2 

1 1.1 1,1 1 . _ «-?(3 + 2y2) 

8 7 -T-ll 15^^19 28"^ ^ ^y^ 

2. Die unendliche Reihe 



Ä;'Ä;+2 Ä;-hlÄ4-4'Ai+6 Ä + 3 

+ ^-+_i L_ + ... 

enthält dieselben Terme wie die vorhin summierte Reihe, nur ist 
die Anordnung hier insofern eine yerschiedene, als je zwei positive 
Terme und ein negativer Term aufeinander folgen. Betrachtet man 
zuerst die endliche Reihe 

o_l . _i 1_+_J_ . _^^ ?_ 4. 

1.1 1 



A; + 4» — 4 Ä; + 4w — 2 Ä + 2n--l 
so erhält man mittels der vorigen Methode 



1 1 



oder, wenn im zweiten Integrale x^^^^y substituiert wird, 
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V^H-.^ 



n\l—'y. J 

Durch Übergang zur Grenze für unendlich wachsende n ergiebt 
sich die gesuchte Summe 

dks zweite Integral geht för 2/ « e""* über (§ 23 1 Nr. 5) in 






'— r- 



2z 



■dz ^12, 



Tnithin ist 







oder für 7;«-i a? = ^ 

1 + ^^ L_ + _i_ + _i L_ 

a a + 2h a + h a + 4:h a + Qh a + Sb 

1 

111 c^^^ 



Die Summe der neuen Beihe ist also um \12 grösser als die 
Summe der früheren Beihe; z. B. 

i-i-i — i-Li-i. JL_i4.i4.i — i J A^o* 

1^8 2^5^7 4^9^ 11 6' %^^ t 



* Wenn es nur auf den Beweis ankommt, dasE diese Reihe eine 
grössere Summe besitzt als y — y + 'a — etc., so genügt schon die 
Znsammenziehung je zwei positiver Terme. In der so entstehenden Reihe 

^ 1 , ^g 1 20 1 , 
1.3 »"^6.7 *"^9.17 «"^*' 
ij9t nämlich 

8n — 4 -«v^J.-^^ 8n + 4 



(4n-3)(4n-l)'^2n'^(4n+l)(4n + 3) 
d.h. für 1, 2, 3, . . . jeder Term grösser als der nachfolgende, mithin die 
Summe 

>T-T>0.8>(0,69... = 22). 





236 Eap.Y. Einfache bestimmte Integrale. 

3. Die in Nr. 2 an einem speziellen Falle gezeigte Unter- 
suchung über den Einfluss, den eine Umstellung der Reiheii- 
glieder auf die Breihensumme ausübt, lässt sich auf folgende Weise 
verallgemeinem. Bezeichnet F{x) eine bei wachsendem x abnehmende 
und positiv bleibende Funktion von a?, deren asymptotischer Wert 
F(cx)) « ist, so konvergiert bekanntlich die Beihe 
F(0) - F(l) + F(2) - F(3) + . . .; 
ihre Summe heisse 8. Dagegen soll unter 8* die Summe der neaen 
Beihe verstanden werden, die aus der vorigen Beihe dadurch 
entsteht, dass man immer jp positive und g negative Glieder auf- 
einander folgen lässt. Setzt man zur Abkürzung F{x) » Ux^ so ist 
8 der für m » cx> entstehende Grenzwert von 

^am -- Wo — Wi + Wj — W, H h W2m-2 — «^m-1, 

dagegen ist /S* der für n = oo entstehende Grenzwert von 
^*(p+9) = % + Wj + «*4 H f- ^P~« 

+ W2p + W2jt,+2 + W2p-f-4 H h W4P-2 

— 'W2J+1 — ^25+3 — W2g4.5 ^4^ — 1 

+ W4p + W4p+ 2 + W4P+4 H h W6p_2 

— W4j— 1 — ^49+8 — 'W4J+5 ^65—1 

+ W(2»— 2)p + W(2n-.2)p-f-2 H h ^np — i 

-— W(2n— 2)^+1 — W(2» — 2)9-1-8 'W2»5 — 1. 

Unter der nicht beschrankenden Voraussetzung p> q werde 
nun w «= wg genommen; die erste Beihe 8im=^ 82nq enthalt dann 
dieselben negativen Terme, welche auch in 8n(p-\.q) vorkommen, aber 
eine geringere Zahl positiver Terme, und zwar ist 

A) 8n(p^q)— 82nq^ ^Snq+ 'f^nq-^i+ ^inq-{-4.'\ h ^np-i) 

wobei die Beihe rechter Hand n(jp — q) Terme zählt. 

Um die Summe derselben anders auszudrücken, erinnere m&Q 

sich, dass F(x) eine kontinuierlich abnehmende Funktion ist, dass 

also für X < a? < A die Ungleichheit F(k) > F(x) > F(k) besteht, 

aus welcher folgt: 

X i i 

fF(%)dx >jF{x)dx >fF{X)dx, 

XXX 

oder 
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X 
(A - x) F(%) >Jf{x) dx>{k^ x) F(x). 

X 

Zerlegt man nun das Integral 

fF{x)dx, 

a 

worin r eine ganze positive Zahl bedeutet, nach dem Schema 

a-\-rh a+Ä a+SÄ a + SA a-f-rA 

/ = / +/ +/ +.••+/ 

a a a-\-h a-f2A aH-(r— 1)A 

und wendet auf jedes Integral rechter Hand die vorige Ungleichung 
aji, so erhält man* 

'h{F{a) + F{a + ä) + F(a + 2ä) + • • • + F{a + [r - l\h)] 

a-f-rA 

>/j'(a?)d[a?> 

a 

h{F{a + Ä) + F(a + 2Ä) + -^(0 + 3ä) + • • • + ^'(a + rÄ)}, 
oder in anderer Anordnung 



\ß^ 



a-\-rh 

'x)dx 



< F(a) + F(a + h) + F(a + 2h) +''- + F{a - [r - 1]Ä) < 

a-\-rh 



l/^(' 



))dx + F{a) - F{a + rh). 

¥i^iF(x)^Ux^ a=-2nq, Ä = 2, r = w(p — g) dient diese 
Ungleichung zur Transformation der Gleichung A); es wird nämlich 

\JF{x) dX < 8t{p^q) — S2nq < t/^(^) dx + U^nq " ^Hnp, 
2nq 2nq 

oder für a; « w| 



* Greometrisch ist dies ein unmittelbar anschaulicher Satz. Wird 
nämlich die Fläche 

a+rA 

fF(x)dx 

a 

in Parallelstreifen von der gemeinschaftlichen Breite k zerlegt, so beträgt 
sie weniger als die Summe der um die einzelnen Streifen beschriebenen 
Rechtecke, dagegen mehr als die Summe der eingeschriebenen Rechtecke. 
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2p Sp 



• 

—d^ + Uinq—Uinp- 



2q ^ iq 

Nach dem Satze in § 22 III ist ferner, wenn q>{^) endlich und 
stetig, r/; (|) endlich, stetig und positiv bleibt von | = a bis S = |3 

/p(|) ,p(|) eil = 9 W^/^(l) dl, « < ^ < /?, 

und wenn man hiervon Gebrauch macht fOr 

so gelangt man zu folgender Ungleichung: 

Bei unendlich wachsenden n konvergieren u^nq ^md «^„^ gegen 
die Null; femer wird auch n^i unendlich wegen fifi^ n . 2q] setzt 
man nun für unendlich wachsende ca 

Lim [a)F(a))] « JT, 
so erhält man aus der vorigen Ungleichung die Gleichung 

oder in Worten: Wenn in der konvergierenden Reihe 

^«=n«o— Wi + t«2 - WiH 

die Tenne so umgestellt werden, dass inmier p positive und q ne- 
gative Terme aufeinander folgen, so ist die Summe der neuen Reihe 

Beispielsweise seien erwähnt die Summiemngen: 

1^3 8 i 6^6^7 8 10 12^ 2 ^U/' 

Im FaUe 

yT 1/2 yä yi 

wird die neue Reihe divergent; bei der Reihe 
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o__i Lj-J L^ 

übt die Umstellung der Glieder keinen Einfluss auf die Smmne ans. 

4. Für gaaize pesitive k und beliebige positive fi gilt die 
Formel (§ 10, Nr. 29) 

1 1 ^ 

Kf. + l)(a + 2)...(^ + Ä-l) ^ 1.2...(Ä-l)/^"'(^ -xY-^dx, 

oder fOr a; = 1 — ty f* *= a + wfc 

1 

(a + «5)(a +«6 + l)(a + nb +.2) . . . (a + w5 + Ä — 1) 

Multipliziert man beiderseits mit je?'* und addiert alle für n»=0, 
1, 2, 3, ... entstellenden Glaichungen, so gelangt man zu der 
Beihensummierung 

l + i 

a{a + l)(a+2)...{a+Tc--iy(a+l)(a+l+l)...{a + h+Tc-l) 

+ l_ .... 

^ (a + 2h){a + 26 + 1) . . . (a + 2b +'k -1) ^ 

1.2.3...(Ä;-1V 1-et' ' 



wobei 6 positiv und »^<1 sein muss. 

Hiemach ist .z. B. für a «« 1, 6 « 1, ä: — 3, 

1 je? £?* £?* 



1.2.3 2.3 .4 ' 3.4.5 4.5.6- 
fftr o — A 6 — 1, Ä; = 3, 



1.3.5 ' 3.5.7 ' 5.7.9 ' 7. 9. 11 

_J_((l-_£)«/l+l^\ 1 
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Anderweite spezielle Fälle sind: 

+ Q A K + K a 'j "^ ^2 — -|-, 



1.2.3 • 3.4.5 ' 5.6.7 

17273 ""3T4~5 + 576^ t(1-^2), 

1.1.1 



2.3.4 • 4.5.6 ' 6.7.8 



.«1-^2; 



' ' +^4-^ i(--3), 



2.3.4 4.5 .6 ' 6 .7.8 



1.2.3 ^4.5.6 ^ 7.8.9 



-H#-"> 



+ ß rj Q+ 1A 11 10+ T'^-i^^, 



2.3.4 ' 6.7.8 10.11 .12 

1.2.3.4^4.5.6.7^7.8.9.10^ * \ 2/3/ ^ * 

5. Nach der vorigen Methode ergiebt sich folgender allgemeinere 
Satz: Wenn eine Beihensummienmg von der Form 

G^J^C^z + C^z^+C^z^ + F{z) 

bekannt ist, so gilt die Formel 

C^ , ^f_^ 

a(a+ 1) . . . (a+ Ä - 1) "^ (a 4- &)(« + & + 1) . . . (a + & + A; - 1) 

j > I 



(a+26)(a+26+l)...(a+22>+&+l)^ 

- 1.2.8.'..»-l) /'-('-')--^C''>'"' , 
worin 2> positiv sein muss. 

6. Setzt man in der Formel 43) des § 10: 
1 * 

der Reihe nach a = l, 2, 3,...^, addiert alle entstehenden Glei- 
chungen imd benutzt die Substitution 1 — e""*«=»f, so erhält man 

1 

T^ + 2^ + s^ + '" + p^-J f \T^sI'^' 
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Durch Entwieklnng des Logarithmus und Integration der ein- 
zehen Tenne wird hieraus 

1> ^ 2» ^ 3» ^ -r ^» 

^Q _ ^ ^ ^ 



p + 1 (ß + i)(p + 2) + l)(jp + 2)(i) + 3) 
wobei die Eonstanten folgende Werte haben: 

1« ■*• 2« "^ 3» ■•■ 4« "^ 6 

_i _X A 1 . 2 . ■ . (w - 1) 

Übrigens kann man die Eonstante C mittels der vorigen 

Gleichung selber bestimmen, indem man fOr p eine nicht zu kleine 

Zahl (etwa 20) wählt und die linke Seite, sowie die Summe aller 

negativen Terme rechter Hand numerisch berechnet; es folgt dann 

C = 1,64493 40668. 

Obschon die obige Gleichung nur als Transformation einer 
endlichen Reihe in eine unendliche gelten kann, so leistet sie doch 
bei grossen p vollkommen die Dienste einer eigentlichen Sunmien- 
formel; z. B. für ^ = 99 

f2 + ^2 + --+ 9^-- 1.634 8839. 
7. Nach demselben Verfahren lässt sich aus der Integralformel 

die folgende Snmmenformel herleiten: 

js T^ 2» ^ 3» ^ ^ p* 



= 0- 



(l) + l)(l) + 2) (p + l)0 + 2)(p + 3) 
worin die Eonstanten folgende Werte haben: 

- fa + |i + §8 +•••= 1.20205 69032, 

1.2.3...(n-l) /l 11 1 \ 

"• n Vi ^2^3^ ^n-lJ 

SohlOmiloh, Übungsbuch n. 4. Aufl. 16 
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8. Die vorige Methode bedarf einer kleinen Modifikation, wenn 
man sie auf die Gleicliiing 



anwenden wilL Zunächst ergiebt sich 

1+2 +3 +- + ^31-;/ i^e-. ^'^ 



wobei das Integral in folgende drei Teile zerlegt werden kann: 




Der Wert des ersten Integrales hängt nicht von p ab und 
ist daher eine nnmerische Konstante, welche C heissen möge; der 
Wert des zweiten Integrals beträgt Z^; im dritten Integral sub- 
stituieren wir 1 — e~'«= f und erhalten 



-C + ?l> 



X 

-f\ 



iHi 



tn 



(i-f)p-»dj. 



Hier lässt sich die in § 24 Nr. 12 abgeleitete Beihenent- 
-wicklnng benatzen, und hierdurch erhält man fOr die rechte Seite 

C+iD — J-.^ — i.^-^? i ^ 

^ P ^ p * l>(i>+l) » 1'(P + 1)(1> + 2) 

Durch beiderseitige Addition von — wird schliesslich 



1 ^2 ^3 ^ 



-; 



C+lp + - 



«j 



worin die Konstanten folgende Werte haben: 
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(7 «0,57721 56649, 

an -=- -X^(l — ^)(2 — a?) . . . (w — 1 — ir) drr. 

Beispielsweise findet sich 

f + T + i + -"+iSiö- 7,4864 7086, 

woraus ersichtlich ist, mit welcher Langsamkeit die harmonische 
Reihe divergiert. 

9. Von der Integralformel (§ 231 Nr. 5) 



ausgehend erhält man zunächst 



oder hiermit identisch 





Der Wert des ersten Integrals ist eine von p unabhängige 
numerische Konstante, welche C heissen möge; das zweite Integral 
hat den Wert Ip; für das dritte ergiebt sich aus der unbestimmten 
Integralformel 



/{-'-^^l?-- 





der Wert -— p\ im vierten setzen wir 1 — e~'==f und erhalten 
zusanunen 

111.2 . . .(p -1)] = C + (p - i)lp -p 



^/h 



'(rä)i 'te) 



■dt. 



16« 
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Hier lässt sich die in § 24 am Ende von Nr. 13 erwähnte 
Entwicklung benutzen; sie giebt, wenn noch beiderseits Ip addiert 
wird, 

worin die Konstanten folgende Werte haben: 

^1 "* ~" 12' ^2 ■** ^> ^8 "*" 86Ö» ^4 "^ 120» * * * 

i 1 

Den Wert von C kann man entweder aus der obigen Gleichung 
oder auf dieselbe Weise wie S. 441, Bd. I d. Compend. d. h. A. 
bestimmen; er ist |-^27r). 

Multipliziert man beiderseits mit dem Modulus M der ge- 
meinen Logarithmen, so erhält man 

log{1.2.S...p)^^hg(27c) 

+ ^ + ^^^^^"'M'""^"^ 360Kp+1)(p + 2) +-'-}- 
Beispielsweise ergiebt sich für i? = 1000 

fc^(l . 2 . 3 . . . 1000) == 2567,604644, 
woraus folgt, dass 1.2.3... 1000 eine Zahl von 2568 Ziffern 
ausmacht, deren acht höchste Ziffern sind 40238726. 

10. Multipliziert man die leicht beweisbare Gleichung 

1 , (-1)""^ cos{n + i)e' 

^ "^ 2 ' cosf ^ 

= cosd' — cos2& + cosS^ f- (—1)»— ^cosnO 

mit d^j integriert von O =■ bis >*> « /S und wendet linker Hand 
die partielle Integration an, so erhält man 

»P^ 2« + l \ cosiß J 2cos*\-9 ***/ 



_ sinß sin2ß sin3ß {—ly-^sinnß 

" 1 2 ■*" 3 ■*" n 

Der Wert des noch übrigen Integrals liegt zwischen — towyjJ und 
+ toWy/S, er ist also von endlicher Grösse, wofern ß innerhalb 
des Intervalles — tv bis + n liegt; dies vorausgesetzt gelangt man 
feir n = oo zu der Formel 
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— 7t<ß<+7ty 

die fiir /3 = jt — a übergeht in 

Y(n — a) = Y^^<^+2"^'*2a + y5*w3aH 

0<a<27r. 

Definiert man die Funktion ^^ för aUö reellen x durch die Gleichung 

Äa.«= ysina; + -|-^waj + y5i»3ir + . . . , 
so ersieht man, dass för jedes ganze 7c 

dass also Sl^ eine periodische Funktion ist, bei der sich die von 
bis 2;r vorhandenen Werte immer wiederholen. Für x als Ab- 

Fig 64. 




scisse und Slx als Ordinate entsteht das in Fig. 54 gegebene Bild; 
dabei ist Aq der Koordinatenanfang, A^Äi ^ ÄiÄ2«= A^Ä^ . , . ^=^ 7t^ 
Ä^Bq^^ yTr; an den Stellen ^, Ä^j ^, . . . ändert sich der Linien- 
zug sprungweise, sodass die Punkte ^q, ^, Ä^^ ... als isolierte 
Punkte auftreten. Für negative x ist Ä—j»« — Ä+«. 

Durch Multiplikation mit da und Integration von a = bis 
a « a ergiebt sich weiter 



cos a cos2cc cosSoc 



2« 






2» 
cos 2a 



3^ 
a sin 2a 



2* 



3» 

cos Sa 



3* 



worin iSj, A4, ... dieselben Bedeutungen haben wie in § 24 Nr. 18, 
und a zwischen und 2n enthalten sein muss. 

11. Zufolge der Periodizität von Slx l&sst sich das Integral 



fF{x)Slxdx 
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auf folgende Weise transformieren. Man betrachte die obere Grenze h 
als ein Vielfaches von 27t plns einem, weniger als 27r betragenden 
Beste, setze dem entsprechend h ^=^ 2mn + Qj zerlege das Integral 
nach dem Schema 

Sour+p Sif In 6Tt imn imnA-g 

f -f+f+f+-+f +f 

S« 49r (2m— 2)is imn 

und substituiere rechter Hand im ersten Integrale o; » £, im zweiten 
Ä « 2« + J, im dritten a: = 47r + g u.s.w.; dies giebt 






-/{F(Ö + l?'(27r + 0+F(47r + + ... + l^[(2w~2)7r + S]}Ä$(iJ. 



Ist nun die Fimktion F{iß) so beschaffen, dass für tn»»cx> 
LvmjF{2mn + S) ^1 = 



wird, so verschwindet auch das vorige Bestintegral und bei unend- 
lichem m wird 

fF(x) Sl,dx -/{J'd) + -F(27r + Ö + l^(47r + g) + • • • }Äf d^ 



oder zufolge der Bedeutung von Slx und dem innerhalb des Inter- 
valles bis 2« geltenden Werte von Sl^ 



Jf{x) [\smx + \sm 2x + \sm^x H ]dx 



in 

•- tA"" - Ö[^(5) + H^ + 2«) + J' (I + 4«) + . . ]dl 





Diese Gleichung fOhrt zu bemerkenswerten Beihensummierungen, 
wenn sich linker Hand der Wert jedes Integrales von der Form 

I F(x)sinnxdx 
6 
finden lä^st, und wenn ausserdem die 'SuAun^ der Beilie F(^) 

+ -F(| + 2«) + . . . bekannt ist. 

Ein Beispiel hierzu liefert die Annahme F(x) «= e"~** für «> 0; 

es ergiebt sich 

X "^x»+l»"^x»+2«''"«»+3*"^*"""''e*»+e-**' 
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Lässt man y* 3^ ^^ Stelle von x ia-eten und bildet die Differenz 
zwischen der neuen und der vorigen Gleichung, so erhält man 

1 2x . 2x 23C __ 27r 



Die allgemeineren Annahmen F(x) ^^ e'^^'cosfjiX und J^(aj) 
= e""^' siniix^ worin A>0 sein möge, fahren zu zwei Resultaten, 
die sich mittels der Bezeichnungen 

OD 

«*1 + ^2 + % + ^4 + ^^„ 

1 

kurz folgendermassen darstellen lassen: 

7csnhp2kn 



+ f,^+2[X'+{n^(.y'^X*+(n + (iy\ 



5m2jtt7r 



wie sich auch mittels der Substitution x = X + f* ")/— 1 findet. 
Ersetzt man iL und fi durch \X und yfi, so erhält man durch 



Subtraktion 



A» + V? +^^ l)"[i«+ („_ ^)» + i>+ («+ ^)4 



2fl:snAj)lncoSjun; 



cs^ 2Xn — cos2 /»«' 



29rcs/^p>lff ^/»jUTT 



csÄp 2 In — cos 2 fATC 

Des Folgenden wegen sei noch erwähnt, dass diese vier Gleichungen 
för ;i« = a, (in =r./J in die nachstehenden übergehen 



csÄp 2a — cos2ß^ 
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ß ^f nit — ß nn + ß \ 

a^+ß^ ^\a*+(n7t^ßy a^ + (nn + ßY] 

sin2ß 



2a — C08 2ß 
u. s. w. 



Ein interessantes Beispiel fOr den allgemeinen Satz liefert die 
Annahme / x \* 

F(x) = xf^^K 
Aus der in § 23 ü, Nr. 13 bewiesenen Formel 



/ 



ö 

erhält man durch Differentiation in Beziehung auf ß und durch 

1 n 

nachherige Substitution von « -» — » ß^ -^ 



xe ^^'"^^i^wrrdir — 2y^.a'e-<»«)*. 





Mittels partieller Integration (tt — | als erster Faktor an] 
ist femer 2„ 





wobei man bemerken möge, dass das letzte Integral unter der Fom 

2 I e"^'^) dx 

dargestellt werden kann. Nach gehöriger Reduktion gelangt man 
zu folj^endem Resultate 

_!^{x+e-(f)Vr(^)'+r(")"+...), 

welches für 
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auch so ausgesprochen werden kann: berechnet man ans dem posi- 
tiven echten Bruche u den neuen Bruch v nach der Formel 

?|7 = — > 

lu 
SO hat man die Relation 



==|/^ { T + ^ + ^' + ^' + ^ ''+•••) • 

Ist u nur wenig kleiner als die Einheit, so konvergiert die erste 
Reihe zu langsam for die numerische Berechnimg, dann ist aber 
V ein sehr kleiner Bruch, mithin leistet die obige Gleichung in 
diesem Falle dieselben Dienste, wie eine eigentliche Summenformel. 
So ist z. B. för w « igg? 

./1\ ^* 9,8696044 ,^,, ^, 

n — ) = = — == 9874,54, 

\vj ZlOOl-ZlOOO 0,0009995 ' ' 

mithin v =» er- 9811^4. ^^^ g^ ijjeine Zahl, dass sie auf einige 1000 

Stellen keinen Einfluss hat, daher 



1 + 1000 /loooy /loooy _ ,-. / n 

^ + IÖÖl + VlÖÖl/' +V1ÖÖ1/ +-;-tJ/ 0,0009995-^®'^^^^^- 
Lässt man 2 a an die Stelle von a treten, so erhält man 
durch Subtraktion 



oder 



« y^ {e-(^) V e"(^) + e~('"^) + • • ■ } 



TT 



-1/5^ 



-— Zm ' 
worin w durch die Gleichung bestimmt ist 

7 

12. Die Resultate des vorigen Abschnitts können zur Trans- 
formation gewisser Integrale benutzt werden. Es sei nämlich (p{x) 
eine periodische Fimktion, die für jedes ganze positive Tz die 
Eigenschaft 

(pikii + ?) = (p{]^Tt — Ö == 9^(Ö 
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besitzt; femer bezeichne q eine ganze positive Zahl und q eine 
zwischen und n enthaltene Grösse; das Integral 






J a*+aJ* 





dx 



zerlege man nun nach dem Schema 






benutze rechter Hand die Substitutionen 

und lasse schliesslich q unendlich wachsen; man erhält dann fol- 
genden Satz: wenn 





ist, so gilt die Transformation 



^ f^+t' + ty 't-o 



00 « '" 



Den angegebenen Bedingungen genügt z.B. g>(x) ^^ cos2x'^ daher ist 

00 

/nC08 2x . ^/T.c^ 7«\ ^ «« 

"TT — 8^^ ^ —{cshp2c[— snhp2a) = jr^^^ 



oder fOr « = yöfi, x = y/iiO 

00 



übereinstimmend mit dem Resultate in Nr. 16 des § 23 II. 

Bezeichnet 'ipipo) eine periodische Funktion, welche die Eigen- 
schaften 

besitzt, und ist ausserdem 
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J 






lAm 



so gilt die Transformation 



Beispielsweise ergiebt sich hieraus 

00 OD 



übereinstinmiend mit der Formel in Nr. 17 des § 23 IL 

§ 26. 
NSlieximgsweise Bereohnung bestimmter Integrale. 

L Ist f(x) eine ganze rationale Funktion höchstens vom 
3. Grade, so ist genau 

ff(a>)dx^ Üb - a)[aa) + 4/'(^) + m} 

Die Anwendung dieser Formel auf ein anderes bestimmtes Integral, 
unter der Yoraussetzui^g, dass f(x) innerhalb des Intervalls endlich 
und stetig ist, giebt eine erste Annäherung. 

n. Teilt man das Intervall von a bis & in 2 n gleiche Teile 
—r — » und ist 

80 gut die als Simpson'sche Begel bekannte Näherungsformel: 

Jf(p)dx 

a 

-■ ''yo+^8n+ 2(^2+^4 H |-ya»-2)+4(^i+^a+--- + y2«-i)J. 



6n 
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Beispiele. 1. 


Es ist 






rdx 

J l + x' 




.^2- 0,69815, 


die Formel I giebt 


H — 0,69444; die Formel 11 für « — 2: 


2. Es ist 


1 


. 0,69325. 


< 


r dx 


i« - 0,78540; 



man erhält nach I: I5 — 0,78333; nach 11 für » — 2: 

^ - 0,78539. 



3. Es ist 

0.6 

^^ Itt« 0,52360, 



/v 



^ 
man erhält nach I: 0,52381; nach II für n » 2: 0,52364. 

4. Durch Beihenentwicklung erhält man: 

1 
Je-«"e?aj- 0,74682; 

die Formel I giebt: 0,74718; die Formel n für » « 2: 0,74686. I 

5. Die Beihe auf S. 74 giebt 



/; 



.— e?w «0,81353; 
stn(a 




man erhält nach I: 0,81360; nach II für n » 2:0,81354. 

6. Es ist 



JvT 



^^' « 1,85409; 

es ergiebt sich nach I: 1,84125; nach n für n» 5: 1,85409. 

7. Es ist 

i« 

fyi-^sm^ipdtp = 1,46747; 


die Formel I giebt: 1,46813; die Formel H für »-= 5: 1,46747. 
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Das Integral giebt die Länge des Quadranten der Ellipse 
x^+^y^'^l an; nach der S. 118 angegebenen Näherungsformel 
würde man erhalten: 1,46763. 

8. Es ist, wenn log den gemeinen Logarithmus bedeutet: 

2 

flog xdx-^ 0,16777] 
1 

entnimmt man aus 5 stelligen Logarithmentafeln die Funktionswerte, 

so erhält man nach I: 0^16757; nach II für n » 2: 0,16775, fOr 

n — 4: 0,16776. 

9. Ebenso ist 



/%rr(?a: — 4,33368; 

6 

nach I erhalt man: 4,33268; nach II ftir n » 5: 4,33367. 

10. Für 

\g (1 + x) 



1 



giebt I: 0,26829; n für w — 2: 0,26677, fär n — 4: 0,26678. 

11. Ebenso erhält man mit Hilfe von 5 stelligen logarithmisch- 
trigonometrischen Tafeln für das Integral 



u 



Jlogsinxdx 



die Näherungswerte nach I: — 0,096162; nach 11 für n ■« 5: 
— 0,094850, für « - 10: - 0,094848, fOr n - 15: - 0,094846. 



Kapitel VI. 



Die Doppelintegrale and ihre geometrischen Anwendungen. 

§27. 
Allgemeine Formeln und Begeln. 

1. Seiner ursprünglichen Bedeutong nach ist das bestimmte 
Doppelintegral 

X Y 

V^fff(x,y)dxdy 

der Grenzwert einer Doppelsmnme , deren einzelne Summanden die 
Form f(x^y) JxJy haben; die Integrationsgrenzen bestimmen hier- 
bei den Spielraum, der den unabhängigen Ya^abeln x und y 
gegönnt ist. Um dies zu veranschaulichen, kann man immer x und 
y als rechtwinklige Koordinaten eines willkürlichen Punktes der 
o;^- Ebene betrachten und den erwähnten Spielraum mittels der 
Bedingungen 

Xo<x<X, yo<y<T 

geometrisch konstruieren» 

Handelt es sich z. B. um das Doppelintegral 

6 




V^fff{x,y)dxdy, 



-X ö 

so zeigen die Bedingungen 0<i»<a und 

0<y< — aj, dass der Punkt xy die Pe- 

ripherie des aus den Katheten OÄ ^ a 
und ÄC^h (Fig. 55) gebildeten recht- 
winkligen Dreiecks OÄC nicht überschreiten darf. Zerlegt man die 
Dreieckfläche durch Parallelen zur x- Achse und durch Parallelen 
zur y-Achse in Rechtecke, wie z.B. PQBS^ so ist OM^Xj ON^y, 
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FQ==Jx^ PE^Jy, TTiithiTi f(x^y)JxJy einer von den Summan- 
den der Doppelsimmie. Die ganze Schar der Simmianden wird auf 
dieselbe Weise gebildet, indem man statt des Punktes P der Reihe 
nach die Ecken aller innerhalb des Dreiecks liegender Rechtecke 
nimmt und die Rechteckseiten als die Zunahmen von x und y an- 
sieht. Schliesslich ist V der Grenzwert, gegen den die Doppel- 
summe 22f{x^y)JxJy konvergiert, sobald die Abstände der Pa- 
rallelen, d. h. alle Jx und Jy unendlich abnehmen. 

Als weitere Beispiele für die Interpretation der Integrations- 
grenzen mögen folgende dienen. Ist 

aJo-O, Z-a; y^^O, r==6(l-^), 

so bleibt der Punkt xy innerhalb eines rechtwinkligen Dreiecks, 
dessen Katheten a und h vom Koordinatenanfange aus auf den 
Koordinatenachsen abgeschnitten sind. 
Die Integrationsgrenzen 

x^'^0, X==2a; ^o""^» r« -|/2aa; — ir^ 

bedeuten, dass der Spielraum des Punktes xy eine Halbellipse ist, 
deren Scheitel im Koordinatenanfange liegt. 
Den Integrationsgrenzen 

entspricht eine volle Ellipse, deren Mittelpunkt mit dem Koordinaten- 
anfange zusammenfällt. Die Integrationen beziehen sich dann auf 
alle positiven und negativen x und y, die der Bedingung 

Genüge leisten. 

2. Wenn sich die auf y bezügliche Integration, bei welcher x 
als Konstante anzusehen ist, ausfuhren lässt, so kommt das Doppel- 
integral auf ein einfaches Integral zurück, dessen Wert dann einer 
weiteren Untersuchung bedarf. 

Mit Hilfe der Integralformel 

jy^rzy. dy^^ {yyk^-y^+ k^ aresin |) 
findet man z. B. 



^i 
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1 yi-* 



■kC\il-i)Vi 



+ (1— aj*)arc5m 



l/l+o; 



\d.% 



«= 1- ri- X ?2l „ 32 
2 Ll6 » 46J 46* 

3. Die Beihenfolge der Integrationen lässt sich umkehren, wenn 
man die Integrationsgrenzen auf die gehörige Weise ändert. Besteht 

der Spielraum für x und y aus einer 
geschlossenen ebenen Fläche, deren Pe- 
ripherie von einer Geraden in höch- 
stens zwei Punkten geschnitten werden 
kann (Fig. 56), so bestimmen sich die 
Integrationsgrenzen für OM^=x und 
ON'=y auf folgende Weise. Man 
integriert entweder zuerst in Beziehung 
auf y und dann nach x-^ in diesem 
Falle geht y von M8q == y^ bis MS^ = 7, 
nachher x von OMq = Xq bis J^f^ == X 
Wählt man dagegen die umgekehrte 
Anordnung der Integrationen, so ist 
^p = aj bis zu den Durchschnitten 
Tq und Ti mit der gegebenen Peripherie zu verlängern und NT^^^t^y 
NT^^S sind die Grenzen furo;; die Grenzen fElr y sind nachher 
der kleinste und grösste Wert des «/, nämlich ONq = i/q und ON^ = T, 




Dies giebt 



X 7 TS 

f ff(p^ y) ^^ ^y ^f ffi^y y) ^y ^^- 



«ö Vo Vo 

Am einfachsten wird die Sache, wenn der Integrationsbereich 
aus einem Rechtecke besteht, dessen Seiten parallel zu den Koordi- 
natenachsen liegen; es ist dann 

ab b a 

f Jfi^^y) dxdy^f ff(x,y) dydx. 

Fernere Beispiele sind: 
b 

a a b a 

f //■(«. y)dxdy—f ff(x , y) dy dx. 

a 
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6. 
2a 



J J f(^,y) äx dy =y J f{ x,y)dyd x. 

Übrigens ist zu beachten, dass solche Umänderungen nur dann 
unzweifelhaft gelten, wenn die Funktion fix^y) innerhalb des Inte- 
grationsbereichs endlich und stetig bleibt. 

4. Will man in einem Doppelintegrale statt einer der beiden 
Yariabeln x und y eine neue Variable einführen, so hat man ebenso 
wie bei einfachen Integralen zu verfahren. 

Mittels der Substitution 

erhält man z. B. 

X T XI 

fff(x,y)dxdy^ff{Y--y,)f{x,y^ + [T^y^t)dxdt, 

was häufig sehr yorteilhafb ist. 

Mittels desselben Verfahrens lassen sich auch zwei neue Va- 
riable nach einander einfiihren. Setzt man z. B. in 

V-^J Jf(x,y)dxdy 
zuerst y » hri^ so geht das Integral über in 



7«5/ I f(x,hri)dxdfi, 

und durch Substitution von x ^^ a^ erhält man schliesslich bei Zu- 
sammenstellung des ersten und letzten Wertes von V 

/ I f{x,y)dxdy = al j I f(a^,hfi)d^dr). 

SoblOmilob, Übimgtbuoh n. 4. Aufl. X7 



258 ^^P- ^^' ^^^ Doppelintegrale und ihre geometrischen Anwendungen. 



Hiermit ist das Integral, dessen Integrationsbereich eine Ellipse bildet, 
auf ein Integral mit kreisförmigem Integrationsbereich zurückgeführt. 
Die nämlichen Substitutionen geben 



2a 



tT 



ia 



2 •j/sF^ 
r rf{x,y)dxdy^al>rrf(a^,l>f})d^dfi, 



was einer ähnlichen Eeduktion wie vorhin entspricht. 
Wenn in dem Integrale 

y-SSf(p^y)d^dy^ 

dessen Grenzen nachher untersucht werden sollen, statt x und y die 
neuen Variabein r und mittels der Gleichungen 

x^rcosQ^ y^rsind 
einzuführen sind^ so substituiere man erst y = xtand, nachher 
aj = rcos0; dies giebt 

V^fff(x,xt(md)dx.xsec^ddd 
^JJf{^ oos 0, r sin 0) cos ddr.rcosQ sec^OdO 
'^fffif cos0^rsind)rdQdr. 
Diese Transformation hat den Sinn, dass nmn sich den Spiel- 
raum der X und y nicht mehr in Eechtecke, sondern in Vierecke 

zerlegt denkt, deren jedes von zwei 
— konzentrischen Kreisbögen und zwei 
Radien begrenzt wird. An die Stelle 
der fiüheren ßechtecksfläche dx,dy 
tritt nun eine unendlich kleine Fläche, 
die als ein aus den Seiten PQ^^^dr 
und PR^rdQ gebildetes Eechteck 
gelten kann (Fig. 57). Die Integra- 
tionsgrenzen für r und erhält man 
dadurch, dass man erst r bis zu seinen 
Durchschnitten 8q und 8^ mit der Pe- 
ripherie des Integrationsbereichs ver- 
längert und nachher dem seinen grössten und kleinsten Wert 
giebt. Für OSq^Tq, OS^^R, LXOTq^Oq, LXOT^^B ist nun 

X T & R 

fff(x,y)dxdy-==fff(rcosd,rsind)rdddr. 



Fig. 57. 
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Als Beispiele eines solchen Übergangs von rechtwinkligen 
Koordinaten zu Polarkoordinaten mögen dienen: 

I 1 fi^jld^^^y^ I I f(r€os0^rsinff)rd0dr^ 



I I f((x^yy)dxdy^ I I f(rcosd,r8inQ)rdQdr. ' 

00 00 

Das letzte Integral kann man auch so transformieren, dass man 
erst x^x^—c und nachher x^^rcosoi^ y=^rsin(o setzt, was 
einen leicht erkennbaren geometrischen Sinn hat; man erhält 
2c y^cx-^'* ^ c 

/ / f{^yy)dxdy^ I I f(r cos (o — c^r sin(ai)rdG>dr. 

00 

Wendet man erst die Substitutionen a;»a$, y ^hri an und 
geht dann zu Polarkoordinaten über, so gelangt man zu folgenden 
allgemeineren Transformationen: 

1 I f(xjy)dxdy^ah 1 1 f(arcosOy hrsind)rdOdr^ 



00 00 



2a 6/2 ^~(^)* -V« 2cose 

I f f{x^y)dxdy = ah I 1 f(arcosQ,hränd)rdQdr 



00 00 

n 1 



— a5 / / f{arco8(o-—a^ })rsinfo)rd(adr. 


um ganz allgemein statt x und y zwei neue Variable s und t 
einzuführen, die mit x und y durch die Gleichungen 

x^q>{s,t), y^^{s,t) 
verbunden sind, hat man folgende Formel anzuwenden: 

Die fClr s und t geltenden Integrationsgrenzen müssen jisderzeit 
durch eine besondere Untersuchung ermittelt werden. 

17* 



fß 
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§28. 

Enbaturen duroh Boppelintegrale in reohtwinkligen 

Koordinaten. 

In der Horizontalebene ^y sei durch gerade oder knunme 
Linien eine geschlossene Figur begrenzt, und durch alle Punkte 
ihrer Peripherie mögen Senkrechte zur Ebene xy gelegt sein; wird 
nun der so entstandene Gylinder von einer durch die Gleichung 
g = f(Xj y) bestimmten Fläche geschnitten, so entsteht ein Cylinder- 
Yolumen, dessen Basü jene ebene Figur, und dessen obere Be- 
grenzung von der letzterwähnten Fläche gebildet ist. Femer kann 
das Cylindervolumen als Summe einer unendlioh grossen Menge 
prismatischer Yolumenelemente angesehen werden, TOn denen irgend 
eines den Inhalt zdxdy besitzt, falls man sich die Cylinderbasis 
in unendlich kleine Bechtecke zerlegt denkt, deren Seiten parallel 
zu den Achsen der x und y liegen. Hiemach ist das gesuchte 
Volumen ^ ^ 

wobei die Cylinderbasis den Integrationsbereich för x und y bildet. 

Wenn z = f{x^ y) innerhalb" des ganzen Integrationsbereichs 

negativ ist, so wird auch Y negativ; entgegengesetzte Vorzeichen 

von Y bedeuten demgemäss ent- 
gegengesetzte Lagen. Im Fall 
die Fläche teils über, teüs unter 
der a;^-Ebene liegt, besteht das 
Volumen aus einem positiven 
und einem negativen Teile; die 
obige Formel giebt dann die 
algebraische Summe der beiden 
Teile. Um die arithmetische 
Summe zu erhalten, muss man 
jeden Teil einzeln berechnen und 
deren absolute Werte addieren. 
Beispiele. 1. Die Cylinder- 
basis sei wie in § 27 Nr. 1 ein 
aus den Katheten 0^ » o, 
AC ^h konstruiertes rechtwinkliges Dreieck, die obere Begrenzungs- 
fläche ein Paraboloid (Fig. 58) mit der Gleichung 
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för das Yolumen, welches F« heissen möge, ergiebt sich diorn 

b 

— sa 
a a 

Ta - \jj{Ax^ + By^) äx dy 


a 



Nimmt man dagegen als Basis das rechtwinklige Dreieck aus 
den Katheten OB '^hy BC ^=^ a^ so erhält man 
Vf,^\ah{^Aa^+B})^). 
Die Summe beider Yolmnina giebt den Inhalt eines Parallel- 
epipeds über dem Bechteck OACBO^ nämlich 

y = \al{Aa^+ Bh^) « ^abc, 
wo c das zu X ^ a nnd y '^h gehDrende z bedeutet. Dasselbe Be- 
sultat findet sich direkt aus 

a b 

V « iff{Äx^ + By^) dx dy. 
6 

2. Die Basis des gesuchten Volumens werde von den positiven 
Teilen der beiden Koordinatenachsen und von einer Parabel ein- 
geschlossen, die auf der o;- Achse die Strecke 0A = a^ auf der 
y- Achse die Strecke OB ^^h abschneidet, deren Achse die ^- Achse 
und deren Scheitel ^ ist; die begrenzende Fläche sei dieselbe wie 
Yorhin. Das Volumen über AOB beträgt dann 

V^^ah(7Aa^+SBh^). 

3. Wird die vorige Aufgabe so abgeändert, dass die Parabel- 
achse mit der ^r- Achse und der Scheitel mit A ziusammenfällt, so 
findet sich V^:^ah{8Äa'+7Sh^. 

4. In der Horizontalebene sei eine Parabel gezeichnet, welche 
die a?- Achse im Punkte A^ die ^* Achse im Punkte B berührt und 
im übrigen zwischen den positiven Teilen der Koordinatenachsen 
enthalten ist; die dreieckige Fläche OAB werde als Basis des 
Volumens genonmien, dessen obere Begrenzung wieder das vorige 
Paraboloid sein möge. Für OA -= a, OB = h ergiebt sich 
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7 = ^ah{Aa^ + Bh^) — ^gahc, 
wo c dieselbe Bedeutung hat wie in Nr. 1. 

5. Die Basis des Yolmnens sei eine aus den Halbachsen a und 
h konstruierte Ellipse, deren grosse Achse 2 a in die a?- Achse fallt 
und deren Mittelpunkt die Koordinaten a und besitzt; die Be- 
grenzungsfläche sei das Paraboloid; es ergiebt sich 

6. Die Basis des Volumens sei von den positiven Teilen der 
Koordinatenachsen nnd ausserdem von derjenigen Kurve begrenzt, 
deren Gleichung ist 

die Begrenzungsfläche sei das vorige Paraboloid. Beachtet man, 
dass hier 



f-e-r 



ist, so erhält man nach AusfQhrung der ersten Integration 

a 

7 - 2^ M ^a V + f J?5«y^^^^r^ } f/^*^ 



Durch Substitution von 

at 



t oder X < 



geht die vorige Gleichung über in 



V^\^ah{A 



(-/(TT^-^-AlW) 





oder, wenn c dasselbe wie in Nr. 1 bedeutet. 



-.ahc. 



sy2 

7. Ein elliptischer Kegel, dessen Gleichung 

sein möge, wird von einem vertikalen, durch die Gleichung 

Jcy -= x^ 



Pig. 59. 
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bestiinmten parabolischen Cylinder geschnitten; man verlangt das 
Volumen desjenigen Körpers, der von den positiven Teilen der 
Koordinatenebenen xy nnd xz von 
den beiden krummen Flächen und 
ausserdem von einer Ebene be- 
grenzt wird, die parallel zur 
Ebene yz durch den Schnittpimkt 
der Horizontalspuren beider Flächen 
geht (Fig. 59). 

Sind OA^ a und AB = l 
die Koordinaten des Spuren- 
durchschnittes B und wird AC^=^c 
gesetzt, so ist 




■ffVW^'-"- 





Nach Ausführung der ersten Integration substituiere man 
X *= aj; es wird dann 

i 1 1 ^ 

U ' 

Hieraus ergiebt sich, wenn K das Volumen des Kegelquadranten 
OÄBC bezeichnet, 

8. In der vorigen Aufgabe ersetze man die Parabel OB durch 
eine semikubische Parabel, deren Gleichung von der Form 

Tcy^ «= x^ 

sein möge; dann' ergiebt sich, wenn nach der Ausfuhrung der ersten 
Integration x « a^ substituiert wird, 

U 6 ' 

9. Nimmt man in der vorigen Aufgabe statt der Basis OAB 
den Quadranten der schleif enförmigen, durch die Gleichung 
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bestimmten Kurve, so erhält man 

10. Der in Nr. 2 erwähnte parabolische Oylinder werde von 
einem durch die Gleichung 



(|)V(f)V(^)-: 



bestimmten ElHpsoid geschnitten; das Cylindervolumen ist dann 

11. Wenn der in Nr. 3 erwähnte parabolische Cylinder von 
demselben Ellipsoid wie vorhin geschnitten wird, so ist das Cylinder- 
volumen von derselben Grösse wie in Nr. 10. 

12. Aus den Halbachsen ya und -y5 sei eine Halbellipse kon- 
struiert, deren grosse Achse a mit der gleichnamigen Halbachse des 
vorigen EUipsoids zusammenfällt; wird nun diese Halbellipse als 
Basis eines cylindrischen Volumens F, und das Ellipsoid als obere 
Begrenzungsflache genommen, so ist, wenn E das Volumen des 
Ellipsoidoktanten bezeichnet, 

E-V^iahc, 

13. Als Basis werde der zwischen den positiven Teilen der 
Koordinatenachsen liegende Quadrant der in Nr. 9 erwähnten 
schleifenförmigen Kurve genommen; die obere Begrenzungsfläche sei 
das vorige Ellipsoid; es ist dann 

Fig. 60. 

C 14. In dem elliptischen Para- 

boloid, dessen Gleichung 

sein möge, ist am Ende der Strecke 
OÄ = a ein zur Paraboloidachse 
senkrechter Querschnitt ABC (Fig. 
60) und durch OB eine auf der 
"^ » ojy- Ebene senkrechte Ebene gelegt; 

man sucht das Volumen, welches von den Ebenen OÄBy OAC^ ABC 
der genannten Vertikalebene und dem Paraboloid begrenzt wird. 



ifaftc. 
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Man kann hier ebensowohl 

X 

a V^ 

F— -y=: I j-^x — My^ . dxdy 



als bei umgekehrter Anordnung der Integrationen 

Y^-=l iyx — My^.dydx 

setzen, wobei in die Augen ftUt, dass die zweite Form weit be- 
quemer als die erste ist. Man erhält 

^- i^{ fyia-My'f.äy -ß/{VWa .y -Mff. ^, 







oder, wenn im ersten Integrale y'^^ — -sinq)^ und im zweiten 
y =1/ -jjT ' sm^ Y ^ gesetzt wird, 



Für AB^ly AC^c hat man auch 

Y^^itahc. 
15. Ein durch die Gleichung 

5 c 
bestimmtes elHptisohes Paraboloid werde von einem vertikalen ellip- 
tischen Cylinder geschnitten, dessen Horizontalspur die Gleichung 

y*« 2hx x\ 

a 

also im Scheitel dieselbe Krümmung besitzt, wie die Horizontalspur 

der Fläche; man verlangt das Volumen, welches die von x^^O 

bis x^2a reichende Halbellipse zur Basis und das Paraboloid zur 

oberen Begrensungsfläche hat. 
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Integriert man zuerst in Beziehung auf x und beachtet, dass 
der Ausdruck 

2ah + 2yah{ah-y^) - y^ 
ein vollständiges Quadrat ist, so erhält man 

16. Die obere Begrenzungsfläche eines Volumens sei wieder das 
vorige Paraboloid, dagegen die Basis ein Halbkreis, dessen Mittel- 
punkt Ä auf der oj- Achse in der Entfernung OA = a liegt, und 
dessen Peripherie die Horizontalspur des Paraboloids berührt. 

Mittels der Bemerkung, dass 



2ah-y^ + 2hy2ah-h^-y^ 
ein vollständiges Quadrat ist; findet sich 

V^^7t(2a-h)(2a + 3h)yhc. 
17. Über dem von den positiven Teilen der Koordinatenachsen 
eingeschlossenen Quadranten der Lemniskate 

(x' + y^^=^a\x'-y^ 
stehe ein Cylindervolumen, welches durch eine aus dem Koordinaten- 
anfange mit dem Radius a konstuierte Eugelfläche begrenzt wird; 
man sucht die Grösse jenes Volumens. 
In rechtwinkligen Koordinaten ist 

a T 

F«//* ya'-(x^-^y^) . dx dy, 
6 

wobei Y die reelle positive Wurzel der Lemniskatengleichung be- 
deutet; einfacher hat man in Polarkoordinaten 





18. Verallgemeinert man die vorige Aufgabe dahin, dass an 
die Stelle der Lemniskate die Fusspunktkurve einer aus den Halb- 
achsen a und 6<[a konstruierten Hyperbel gesetzt wird, so folgt 

Y^^a^aräan~--\{2y{^F+¥f-(Za^+2h^l}, 

19. In der Horizontalebene sei zwischen den positiven Teilen 
der Koordinatenachsen der Quadrant von der Fusspunktkurve einer 
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aus* den Halbachsen a und &<a konstruierten Ellipse als Basis 
eines Cylinders genommen, der oberhalb durch das Rotationsellipsoid 

begrenzt wird; man sucht den Best, welcher übrig bleibt, wenn 
jenes Cylindervolumen vom Ellipsoidoktanten weggenommen wird. 
Der fragliche Eest beträgt 

20. Das vorige RotationseUipsoid, dessen Horizontalspur ein 
mit dem Radius a beschriebener Kreis ist, werde zur oberen Be- 
grenzungsfläche genommen; in der Horizontalebene sei durch die 
Gleichimg B.=^hd eine Archimedische Spirale bestünmt, die den 
erwähnten Kreis im Punkte B durchschneidet, imd es werde nun 
als Yolumenbasis die dreieckige Fläche zwischen dem positiven 
Teile der o;- Achse, dem abgeschnittenen Kreisbogen imd dem Spiral- 
bogen OB gewählt. 

Das gesuchte Volumen ist 

21. Lässt man in der vorigen Aufgabe an die Stelle der Ar- 
chimedischen Spirale die parabolische Spirale treten, deren Gleichung 
jB«&")/ö ist, so erhält man 

15 fe« 

22. Ein aus den Halbachsen OA^a^ 0J? = &, OC^c kon- 
struiertes ElHpsoid werde von einer Ebene geschnitten, welche die 
je? -Achse in sich enthält und mit der Ebene AOC den Winkel y 
einschliesst; der Funkt, in dem die Horizontalspur dieser Ebene 
den Ellipsenquadranten AB trifft, heisse J, seine Abscisse OH=>h\ 
man sucht den Inhalt V^ des über den Ellipsensektor AOJ stehen- 
den EUipsoidsektors. 

Für oj — rcosO, y^rsind erhält man 



wobei die obere Integrationsgrenze B durch die Formel 
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K ö' "*■ &' 

bestiimnt ist; die Ausführung der Integrationen giebt 

^1 — 's *^^ • <*''<^^^w* {j-tanyj'^^abc. arccos — 

Subtrahiert man hiervon den über dem Elüpsensegmente ii^/ 
stehenden Teil des Ellipsoids, nämlich 

a 



'^ß"--^' 



und setzt zur Abkürzung — = A, so erhält man den über dem 
Dreiecke OHJ stehenden Teil des Ellipsoids 

V^^[^7t(k--\l^)-^arcsinl]al>c. 
Derselbe erreicht sein Maximum für 

23. Das vorige dreiachsige ElHpsoid werde von einem ver- 
tikalen Ereiscylinder geschnitten, dessen Achse die je; -Achse, und 
dessen Badius die Halbachse h<C.a ist; man sucht das über dem 
Ereisquadranten stehende Gylindervolumen, welches das genannte 
Ellipsoid zur oberen Begrenzungsüäche hat. 

Setzt man zur Abkürzung 



a 



so ist in Polarkoordinaten 



und durch Einführung eines Hilfswinkels y 



V'=^^ahc{y + siny)^ 5m y y = — 
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24. Eine Ebene sei derartig gelegt, dass sie die |^- Achse in 
sich enthält und das vorige Ellipsoid, bei dem a>h> c sein 
möge, in einem Kreise schneidet; der Durchschnitt jener Ebene mit 
der elliptischen Yertikalspur ÄC heisse D. Legt man durch alle 
Punkte des Kreisquadranten BD Gerade parallel OC, so entsteht ein 
Cylinderquadrant, dessen Horizontalspur ein Ellipsenquadrant A^B 
ist. Gesucht wird das innerhalb des Ellipsoids liegende Stück des 
Cjlinderquadranten, welches den Ellipsenquadranten A^OB zur Basis 
und das ellipsoidische Dreieck BCB zur Deckfläche hat. 

Es ergiebt sich 



oder, wenn der Hilfswinkel d mittels der Formel 



besidmjnt wird, 

25. In der a?y- Ebene sei ein Halbkreis konstruiert, dessen 
Mittelpunkt auf der 05- Achse liegt, und dessen Peripherie sowohl 
die y- Achse als die Horizontalspur des vorigen Ellipsoids berührt; 
maji sucht das Volumen des vertikalen Halbcylinders, der jenen 
Halbkreis zur Basis und das genannte Ellipsoid zur oberen Be- 
grenzungsfläche hat. 

Werden die vorigen Abkürzimgen wieder benutzt, so ergiebt 
sich in Polarkoordinaten nach Ausführung der ersten Integration 



und schliesslich, weil 1 — 4 £*&*5^co5^0 ein vollständiges Quadrat ist, 

6 a* ^ ^ 

Zur Möglichkeit der Lösung gehört übrigens die Bedingung, 
dass a nicht kleiner als h Y^ ist. 



Fig. 61. 
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26. Es sei wieder das vorige Ellipsoid gegeben und ABA^ 
(Fig. 61) die Hälfte seiner Horizontalspur, femer sei eine zweite 

Halbellipse A*^*.A' konstruiert, 
deren Achse die o?- Achse, deren 
Brennpunkt der Eoordinatenanfang 
ist, und die mit der Ellipse 
ABA^ den Halbparameter, sowie 
den Scheitel A^ gemein hat; man 
verlangt das vom Ellipsoid be- 
grenzte über der dreieckigen Fläche 
ABA^ B*A* stehende Volumen. 
In Polarkoordinaten ergiebt sich nach Ausfahrung der ersten 
Integration 




^ »"'V Vi + **cosöy 1- 



d% 



t'COS' 



e' 



oder, wenn 



he^ r( i + cose y dd _ . . 

aj \1 + b^cosQ) 1 + ecosQ '^^^ 



gesetzt wird. 



F- 



+ scosd 
alc f(e) ~ f(^ e) 



3 2 

Das mit f^s) bezeichnete Integral lässt sich mittels der 
Substitution 



tan 



auf folgende Form bringen 



i»-/s 



tano) 



m 



="•*/( 



COS^CD dcD 



[(1 + e^) COSTCO + (1 + eysin^io] 



2^.13 



woraus sein Wert nach der Formel 



Ä 



cos^fado) 



TT 3ß^+9ßa + Soc^ 



(«2 cos^ G) + ß^ sin^ (oy 16 (/3 + afa^ 



erhalten wird; schliesslich ist 



7C_ 3/3^-10^V + 15/?a^~8tt^ 

16* (j32- «2)3^6 
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_ , , t»(5 + 2t') 
*. 1/(1 + e«)» 

27. In der Horizontalebene sei die Fusspunktkurve einer Ellipse 
konstruiert, deren Halbachsen 



«1 '- > hl = — '—r 

^ a h 

sind, und wobei k eine beliebige Gerade < 6 < a bezeichnet; gesucht 
wird das Volumen, welches oberhalb durch das vorige Ellipsoid 
begrenzt wird und dessen Basis die ringförmige Fläche zwischen 
der Horizontalspur des Ellipsoids und jener Fusspunktkurve ist. 
Benutzt man die Abkürzimgen 



a 



h^ k^ 



so erhält man nach Ausführung der ersten Integration 
^ » K^J S " 



und schliesslich 

28. Das vorige EUipsoid werde durch ekie Schar von Ebenen 
geschnitten, welche die kleinste Halbachse c in sich enthalten; die 
Brennpunkte aller dieser Vertikalschnitte bilden in der horizontalen 
a;«/- Ebene eine geschlossene Linie (Fokalkuve); man sucht das Vo- 
lumen des ringförmigen Körpers, welcher übrig bleibt, wenn der 
über der Fokalkurve konstruierte gerade Cylinder von dem Ellipsoide 
weggenommen wird. 

Durch Einführung von Polarkoordinaten ergiebt sich 

ab 

worin U den Umfang der Horizontalspur des EUipsoids bezeichnet. 
Für das einfache Hyperboloid gilt ein analoger Satz. 
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29. Ein einfaches Hyperboloid, dessen Gleichung 
»• y" K^ 

— -4- ^1 «1 

a» ^ 5« i? ^^ 
nnd worin a > & sein möge, wird von einem Ereiscylinder ge- 
schnitten, der die ier- Achse zur Achse und a zum Badins hat; 
man sucht das cjlindrische Volumen zwischen der Ebene %^ und 
dem Hyperboloid. 

Dasselbe betr&gt 

oder unter Benutzung eines Hilfswinkels J 



30. In die elliptische Horizontalspur des vorigen 
ist eine Gerade von der konstanten Länge 2^ < 25 als Sehne ein- 
getragen, xmd bei jeder ihrer möglichen Lagen sind dnrcli üire 
Endpunkte Tangenten an die Ellip&e gelegt; die Durchschnitte dieser 
Tangenten bilden eine geschlossene Kurve (vergL § 11 Nr. 39). 
Es werde nun das cylindrische Volumen gesucht, dessen Basis die 
ringförmige Fläche zwischen der Ellipse und der daraus abgeleiteten 
Kurve, und dessen obere Begrenzungsfläche das Hyperboloid ist. 

Nach AusfQhrung der ersten Integration erhält man ein Be- 
sultat von der Form 










benutzt man die Substitution 



ia/n 9 =« — tan <o 
a 

und macht Gebrauch von der identischen Gleichung 

(a -^ ß)sm(ocos(o 
aßyasm^(o + ßcos^fo 

so gelangt man zu dem Besuttate 
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4 ahch^E 

worin E den Viertelnmfang einer aus den Halbachsen |/a* — Ji^ 
und yi)^ — h^ konstruierten Ellipse bezeichnet. 

31. Ein durch die Gleichung 

a» 6^ "^ c« "" 

bestimmtes geteiltes Hyperboloid werde von einem geraden Kreis- 
cylinder geschnitten, dessen Achse parallel zur ;8^- Achse liegt, und 
dessen Basis zur Gleichung hat 



x^+y^ '— y, a>5; 

man sucht das zwischen der a;i/- Ebene und der oberen Hälfi3e der 
Fläche enthaltene Cylindervolumen. 
Dasselbe beträgt 

r-i.«»e|a(iy-.(|y+a(|)-.). 

32. Die Kurve, deren Gleichung ist 

^ ^\ ar Ir/ \C08 ysmyf , ' * ' 

bildet zwischen den positiven Teilen der Koordinatenachsen ein ge- 
schlossenes Blatt; nimmt man dasselbe zur Basis und das vorige 
Hyperboloid zur oberen Begrenzungsfläche eines cylindrischen Vo- 
lumens, so erhält man in Polarkoordinaten 



1 (ahcot2y\ 

\aocarctan \ — » . ,» l* 



33. Von einem dreiachsigen Ellipsoid mögen Oul » a und 
OB ^h die Achsen der Horizontalspur sein; man verlangt das 
Volumen von demjenigen Teile des EUipsoids, welcher das Dreieck 
AOB zur Basis hat. 

Setzt man erst a? = aj*, y =^ hif und fahrt dami Polar- 
koordinaten ein, so erhält man 

Sohlömilch, Übungsbuch n. 4. Aufl. 18 
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dabei ist s«= cos*0 + sm*0«=» 1 — 25iw'0co5*0. Durch Substitution 
von 20 = üo ergiebt sich schliesslich 

24 

34. Es sei wieder das vorige EUipsoid gegeben und in der 
aj«/- Ebene eine Astroide konstruiert, deren Gleichung ist 

man sucht das Volumen des Ellipsoidteiles, welcher die Fläche 
zwischen der genannten Kurve und der Ellipse AB zur Basis hat 
Für a; = a5^, y=^hfi^ und durch nachherigen Übergang zu 
Polarkoordinaten ergiebt sich 







—^cos^dsm^ddd, 



s « eos^e + sin^e = t (1 + 3co5*20), 

woraus mittels der Substitution co5 20 = w folgt 

_ 87t~9l/3 . 

F« -. ——^ — ahc. 

36 

35. Ein elliptischer Kegel sei bestimmt durch die Gleichung 

femer sei ein elliptischer Cylinder konstruiert, dessen Achse parallel 
zur Kegelachse liegt, dessen Mantel die Kegelachse in sich enthält 
und dessen Horizontalquerschnitt eine dem Horizontalschnitte des 
Kegels ähnliche und ähnlich liegende Ellipse ist, man sucht das 
Cylindervolumen zwischen der ajj^- Ebene und der Kegelfläche. 

Bezeichnen a und h die Koordinaten der Horizontalspur der 
Cylinderachse, so ist 

V^fjYA^x^ + B^y^ dx dy, 
wobei der Integrationsbereich durch die Bedingung 
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A^x-ay + B^y-^hy^Ä^a^ + B^h^ 
bestimmt ist. Um zu vereinfachen , setze man erst 

Äx^x^y By^y^y Aa-^-a^j 55 = 6i; 
es wird dann 

und zwar bedeutet V^ das Volumen eines Kreiscylinders, dessen Basis 
durch die Gleichung 

gegeben, imd dessen obere Begrenzungsfläche ein Kreiskegel ist. 
Für a^^hcosy^ \^hsiny imd mit Hilfe von Polarkoordinaten 
findet man 



y,-^fcos\9^y)dQ, 



y— X" 
und schliesslich 



^"■«* AB 

36. Man verlangt den Inhalt des Körpers, der von den 
positiven Teilen der Koordinatenebenen und ausserdem von der 
Fläche 



/l+i/f+i/| 



begrenzt wird. 

Die in der Formel 

angedeuteten Integrationen beziehen sich hier auf alle positiven x 
und y, welche der Bedingung 

genügen. Für a: = aj*, y^lrf" wird 

und nun ist der Integrationsbereich ein Kreisquadrant; mit Hilfe 
von Polarkoordinaten ergiebt sich 

18» 
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37. Man sucht das von den positiven Teilen der Koordinaten- 
ebenen und von der Fläche 



vl+i^+i^- 



begrenzte Volumen. 

Durch ein dem vorigen ganz ähnliches Verfahren erhält man 

38. Das von den positiven Teilen der Koordinatenebenen und 
von der Fläche ^ ^ ^ 

begrenzte Volumen ist tt- i t. 

'^"' 84660 ^^^• 

39. Das zwischen den positiven Teilen der Koordinatenebenen 
und der Fläche 

enthaltene Volumen beträgt 

40. Das Volumen, welches von den positiven Teilen der Koor- 
dinatenebenen imd von der Fläche 

1 



m^m-m- 



eingeschlossen wird, beträgt 



= 6W6«^^^- 



Fig. 68. 



41. In der Horizontalebene xy (Fig. 62) ist aus den Halb- 
achsen OA^tty OB^h eine Ellipse AB konstruiert, ein beliebiger 

Pimkt Q derselben geradlinig mit 
verbunden imd in der Ebene QOZuler 
Q als Durchmesser ein Kreis beschrie- 
ben; alle derartigen Kreise zusammen 
bilden eine wulstförmige Fläche, nnd 
diese umschliesst ein Volumen, des- 
j^ sen Grösse bestinmit werden soll. 
X Unter Benutzung rechtwinkliger 

1k Koordinaten hat man fOr das Gesamt- 

volumen die Formel 
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deren vollständige Entmcklimg nicht leicht sein würde. Setzt man 
dagegen x^^a^j y^hvi und führt nachher Polarkoordinaten ein, so 
findet man 

worin TJ den Umfang der Horizontalellipse bezeichnet. 

42. Die Punkte -ä., 5, Q mögen die vorige Bedeutung behalten, 
an die Stelle des Kreises über dem Durchmesser OQ trete dagegen 
eine Yertikalellipse, die zum Mittelpunkte, OQ zur grossen 
Halbachse und ausserdem eine konstante lineare Exzentrizität Ic hat. 
Alle diese konfokalen Ellipsen bilden eine geschlossene Fläche, deren 
kubischer Inhalt gesucht wird. 

Unter der Voraussetzung a>6>Ä; ergiebt sich auf ähnliche 
Weise wie vorhin ^ s. , ^ 

wobei TJ^ den Umfang einer aus den Halbachsen |/a*— Ä^ und 
yH^—lz^ konstruierten Ellipse bedeutet. 



§29. 
Kubatnxeii durch Doppelintegrale in Engelkoordinaten. 

In einem rechtwinkligen Koordinatensystem seien (Fig. 63) 
OM=Xj MN^tfy NF^z die Koordinaten des Punktes; wird mm 
die ajy- Ebene zur Äquatorialebene, und die _ng.68, 

;ef- Achse zur Polarachse eines Systems räum 
licherPolarkoordinaten(Kugelkoordinaten) 
genommen, worin OP^Vy LFON^^'^y LNOM 
= (30 ist, so vermitteln die Formeln 

x^rcosil^coscoy y '^^ r cos f sin od ^ 
z^rsmil) 
den Übergang von dem ersten zum zweiten y 
Systeme. In letzterem ist das Volumen- 
element eine Pyramide, die r zur Höhe und das Eechteck aus den 
Seiten rcosil^don und rdil) zur Basis hat; daher folgt 




V^^JJr^cosilfdoDdil;, 
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Pflr r ist sein Wert aus der Polargleichung der Begrenzungs- 
flftche zu substituieren, die Integrationsgrenzen für ^ und &> bestim- 
men sich durch die Begrenzung des betrachteten Yolumens. 

Beispiele« 1. Ein aus den Halbachsen a^ h^ c konstruiertes 
EUipsoid werde von einer Ebene geschnitten, welche die Halbachse 
c in sich enthält und mit der Ebene der Achsen a und c den 
Winkel y einschliesst; man sucht das Volumen des 
Ellipsoidsegmentes. 

In dem Doppelintegrale 



cos ^ d(o äif 



/ / -m/fcos^'^cos^tQ cos^tl;sm^(o sin^tV 
r ^ ö* ^* <^^ ^ 

kann man zuerst die auf ^ bezügliche Integration mittels der Sub- 
stitution sinip'^t ausführen; es bleibt dann 
y 

V-^^a^b*€ I rz — 5 — : — K-r-^—'^-iahc.arctani'-tany) 
' J h^cos^a) + a^stn^m * \5 v 



übereinstimmend mit Nr. 22 in § 28. 

2. Das zwischen den positiven Teilen der Koordinatenebene 
und der Fläche 

(a.2 + 2/^ + ^y ^{ax^ + hy^ + cz^ 

enthaltene Volumen beträgt 

V^^,7c[5(a' + h^ + c^) + 3(h + c){c + a)(a + h)-^al)c]. 

3. Das zwischen den positiveA Teilen der Koordinatenebenen 
und der Fläche 

(x^ + y^ + z^ =^(a»aj^ + h^y^ + o^^^ 
enthaltene Volumen beträgt 

V^^n{a^ + h^ + c^). 

4. Der zwischen den positiven Teilen der Koordinatenebenen 
liegende Oktant der Fläche 

begrenzt mit jenen Ebenen das Volumen 

__ n alx? 
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5. Die positiven Teile der Koordinatenebenen und die Fläche 

begrenzen zusammen das Yolmnen 

V-=--^h f I- costdcodtl} 

/ / a^ ^i h^ ^T~ • 

früirt man zuerst die auf co bezügliche Integration aus und setzt 
nachher sinil;^tj sowie zur Abkürzung 






so erhält man 

1 



• / 1/(1 -«»«0(1-^'«^ 

Das noch übrige Integral ist ein elliptisches Integral erster 
Art und kann durch die Substitution at^sinq) auf die Normalform 

aretin a 

gebracht werden. 

6. Man sucht das Volumen, welches von der Fläche 

und von den positiven Teilen der Koordinatenebenen begrenzt wird. 
Setzt man 5m ^»^, so erhält man zunächst 



-'"'SA 



diodt 







r,2 ^ 7»2 ' f* ^2 



V ^ c^ a^ h^ 
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um die irrationale Form zu yermeiden, substituiere man 

und kehre nachher die Beihenfolge der Integrationen um; wird hier- 
bei zur Abkürzung 



« — -?^ » ß^-^ — r y (a>h>c) 

gesetzt, so ergiebt sich 

Lässt man o^, fe^, q, Äj an die Stelle von a, 6, c, h treten 
und nennt Fj das neue Volumen, so ist dieses gleich dem in Nr. 5 
betrachteten Volumen, wenn 

und ^ gleich dem geometrischen Mittel aus a^ hj c genommen wird. 

7. In der Äquatorialebene xy sei aus den Halbachsen OA^a 
und OB^^h eine Ellipse konstruiert, und es bezeichne Q den Punkt, 
in dem die Gerade OM (s. Fig. 62 auf S. 276) den Ellipsen- 
quadranten AB schneidet; wird mm über OQ als Durchmesser ein 
Kreis konstruiert, so bildet die stetige Folge aller solchen Kreise 
eine Fläche, deren Polargleichung ist 

ahcos^ 

Um das von dieser Fläche und von den positiven Teilen der 
Eoordinatenebenen begrenzte Volumen zu finden, integriere man erst 
nach ^ imd benutze nachher die im vorigen Paragraphen Nr. 30 
angegebene Reduktionsformel; man erhält 

wo E den Viertelumfang der gegebenen Ellipse bezeichnet. 

8. Setzt man in der vorhergehenden Aufgabe statt der Ellipse 
eine mit dem Radius a beschriebene Kardioide, so ist der gesamt» 
Inhalt des entstehenden Körpers 

F«5n;V. 
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§30. 

Komplanationen durch Doppelintegrale in rechtwinkligen 
Koordinaten. 

Wenn die Gleichnng einer Fläche in rechtwinkligen Koordinaten 
gegeben ist, so schliessen die o;^- Ebene und die Berührungsebene 
im Punkte xy0 mit einander einen Winkel ^ ein, för den 



sec 



-iMi^l)' 



-//i/^^l^fe' --»• 



Fig. 64. 



ist. Das Flächenelement dS^ dessen Horizontalprojektion das Eechteck 
aus den Seiten dx und dy ist, hat denmach den Inhalt secN.dxdy 
und hieraus folgt 

©' 

Der Integrationsbereich für x und y ist hier die Horizontal- 
projektion des endlichen Flächenstückes S^ dessen Inhalt gesucht wird. 

Beispiele. 1. Eine mit dem Halbmesser c beschriebene Kugel, 
welche die try- Ebene im Koordinatenanfange berührt, werde von 
einem elliptischen Kegel geschnit- 
ten, dessen Achse die ^- Achse 
und dessen Spitze der Koordi- 
natenanfang ist; man sucht den 
Flächeninhalt der innerhalb des 
Kegels liegenden Kugelkappe 
(Fig. 64). 

Die Gleichungen der beiden 
Flächen sind 

x* + y^ + 0^^2cz, 
Äx^ + By^^z\ 

und hieraus folgt 







y") 



wobei die Peripherie des Integrationsbereichs durch die Gleichung 

{l+Ä)x^ + (l+B)y^^2cyÄx^ + By^ 
bestimmt ist. Die Einführung ebener Polarkoordinaten giebt 
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r rrdddr 2cyÄcos^d + Bsin^ 

J J V^^^^' 1+Äcos'd + Bsin^' 

0^ 

und nach Ausführung der auf r bezüglichen Integration 

s^Qc^r——^ ^^"' 

J l + Äcos*d + Bsin^e y(l+A)(l + B) 

Hierin liegt der bemerkenswerte Satz, dass der Flächeninlialt 
der abgeschnittenen Kugelkappe gleich der Fläche einer Ellipse ist, 
welche die Sehnen CD und CE zu Halbachsen hat. 

2. Lässt man in der vorigen Aufgabe an die Stelle des Kegels 
ein elliptisches Paraboloid treten, dessen Gleichung 

z^Ax^+By^ I 

sein möge, so erhält man als Flächeninhalt der innerhall) des 

Paraboloids liegenden Kugelkappe | 

27CC 1 

Dieses Eesultat gestattet wlörtlich dieselbe Interpretation wie 
das vorige, wenn mit D und E die Durchschnitte der Vertikal- I 
spuren der Kugel und des Paraboloids bezeichnet werden. 

3. Aus den Halbachsen OÄ = a, 0-B — 5, OC =» c>a>h ist 
ein Ellipsoid konstruiert und auf der Strecke OC ein Abschnitt 
OD '^h <ic willkürlich, jedoch so gewählt, dass eine aus dem 
Mittelpunkte D mit dem Eadius DC ^= c — h beschriebene Kugel 
nicht nur das EUipsoid in C berührt, sondern es ausserdem längs 
einer doppelt gekrmnmten Kurve schneidet; man verlangt den Flächen- 
inhalt der Kugelkappe, die innerhalb des Ellipsoids liegt. 

Durch eine ähnliche Rechnung wie bei den vorigen Aufgaben 

findet man 

4cnahh(c — h) 



Bezeichnen E^ JP, G die Punkte, in welchen die Kugel der 
Reihe nach die Ellipse CJ., die Ellipse CB und die nötigenfalls 
verlängerte Halbachse CO schneidet, so ist 8 gleich der Fläche 
einer Ellipse, deren Halbachsen die Sehnen EG und FG sind. 
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4. Aus den Halbachsen a, 6, c ^ OC ist ein geteiltes Hyper- 
boloid konstruiert, auf der Verlängerung von OC der Punkt D in 
der Entfernung OB ^h> c willkürlich, jedoch so gewählt, dass 
eine aus D mit dem Eadius DO '^h — c beschriebene Kugel das 
Hyperboloid in C berührt und ausserdem längs einer Kurve 
schneidet, wobei J5J, F^ G die Durchschnitte der Kugel mit den 
Vertikalspuren des Hyperboloids und mit der verlängerten OD sein 
mögen; man sucht den Flächeninhalt der innerhalb des Hyperboloids 
liegenden Kugelkappe. 

Dem Vorigen analog ergiebt sich 

y(c«+a«)(c«+6») 

5. Ein elliptisches Paraboloid sei durch die Gleichung 

bestimmt und in der Horizontalebene xy eine Ellipse konstruiert, 
deren Halbachsen a^ imd b^ sich wie a zu h verhalten; man sucht 
den Flächeninhalt desjenigen ParaVoloidstückes, welches einen Sektor 
der Ellipse zur Horizontalprojfekiion hat. 
Setzt man 

^ A 

a h 

und bezeichnet* mit y^ und y^ die Winkel zwischen der a; -Achse 
und den Radienvektoren, die den Ellipsensektor begrenzen, so erhält 
man mittels ebener Polarkoordinaten 

S « ^ah [}/(l + k^y — 1] arctan ( — tan yA — arctan \T-icm yA • 

Hieraus ergiebt sich noch der Satz, dass das Verhältnis von S zu 
seiner Horizontalprojektion unabhängig von den Winkeln y^ und y^ 
ist, dass also über gleichen Ellipsensektoren gleiche Paraboloid- 
flächen stehen. 

6. Es sei wieder das vorige Paraboloid gegeben und in der 
Horizontalebene das rechtwinklige Dreieck aus den Katheten o^ = Aa, 
l^^Xh konstruiert; man sucht die über diesem Dreiecke stehende 
Paraboloidfläche. 
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In ebenen Polarkoordinaten erhält man zunächst 



s^^fVMl^ae, 





wo q und B folgende Bedeutungen haben: 
cos^B , sin^d 



+ -T9-» -ß^ 



h^ cosd sind 

a h 

Durch Benutzung der Substitution 

tan 6 «= — tan ca 
a 

vereinfacht sich der obige Ausdruck, und wird 

Ä^lafel JYll + \X^sec^ (a> - |7r)P ^a> - -|-;r l 



Das noch übrige Integral geht durch Substitution von 
sin(G) — ^n) ___ 

in ein algebraisches über; man erhält nämlich 

— M 
die völlige Entwicklung hat keine Schwierigkeit. 

7. Das vorige Paraboloid werde von einem Kreiscylinder ge- 
schnitten, dessen Achse parallel zur j?- Achse liegt, und dessen Basis 

mit dem Radius —^ — so konstruiert ist, dass sie die ai -Achse 



im Koordinatenanfange berührt; man sucht die Oberfläche der Kappe, 
die der Cylinder aus dem Paraboloid herausschneidet. 
Mit Hilfe ebener Polarkoordinaten findet man 

8. Es sei wieder das vorige Paraboloid gegeben und in der 
:r«/- Ebene aus den Halbachsen % und \ eine Ellipse konstruiert, 
welche die «/-Achse im Koordinatenanfange berührt; dabei soll, wenn 
3c eine beliebige positive Zahl bezeichnet, 
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genommen und die Oberfläche des Paraboloidstücks bestimmt werden, 
das jene Ellipse zur Horizontalprojektion hat. 

Setzt man erst x « ax^^ y = hy^ und führt dann ebene Polar- 
koordinaten ein, so erhält man 



= \nal[{2 + 2jt«+ 3x*)yi + x*- 2}. 

9. Man sucht die Grösse desjenigen Teiles von dem vorigen 
Paraboloid, dessen Horizontalprojektion durch die Gleichung 

(aj*+yO « — ^^^2 — -^ + — ^ — -y 

bestimmt, also die Fusspimktkurve einer Ellipse ist. 
Mit Hilfe von Polarkoordinaten findet sich 

3 1 a^l^ a^h^ J 

10. Das vorige Paraboloid werde von einer mit dem Radius 

c^ a + h + yäh 
beschriebenen Kugelfläche geschnitten, welche die a;y- Ebene im 
Koordinatenanfange berührt; man sucht die Grösse der innerhalb 
der Kugel liegenden Paraboloidfläche. 

Setzt man erst x ^^ ax^^ ^ = &^i ^^^ nachher a;^"«rco5 0, 
yi=^rsindy so erhält man 

4-Ä R 




und durch Ausführung der ersten Integration 

^ J [^ acos^d + hstnrd/ j 



oder 
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11. Es sei eine Fläche durch die Gleichung 



i(y1-vf)' 



und in der o;«/- Ebene eine Gerade durch die Gleichung 

- + f = ^ 

a 

bestimmt, worin A eine beliebige positive Zahl bezeichnet; man 
verlangt die Komplanation desjjenigen Flächenstücks, welches das 
von den positiven Koordinatenachsen der o;, y und von der Greraden 
gebildete Dreieck zur Horizontalprojektion hat. 

Durch unmittelbare Ausführung der nötigen Integrationen 
findet sich 

S^l,al>{2 - 5>/(rTÄF+ 3>/(rTÄ)^}, 
oder für A == cot^y 

8 ^ f^ah{2 — bcsc^y + Scsc^y). 

Der Winkel y hat eine leicht erkennbare Bedeutung. Alle 
Punkte der Fläche, deren Normalen mit der ojy- Ebene den gleichen 
Neigungswinkel y einschliessen, liegen nämlich auf einer Kurve, 
deren Horizontalprojektion durch die Gleichung 

^ \dx/ ^ \dy) a^ h 

gegeben ist; letztere stimmt mit der Gleichung der anfangs er- 
wähnten Geraden überein, und daher ist die Fläche S begrenzt von 
ihren Vertikalspuren und derjenigen Kurve isokliner Normalen 
(Tl.I, § 24), die dem Neigungswinkel y entspricht. 

Man kann dieses Resultat direkt und zwar dadurch erhalten, 
dass man statt der Koordinaten x und y die Winkel einfährt, 
welche die Richtung einer beliebigen, durch den Punkt xy0 gehen- 
den Normale der Fläche bestimmen. Bezeichnet v den Neigungs- 
winkel der Normale gegen die a?^- Ebene, % ^®^ Winkel zwischen 
der Horizontalprojektion der Normale und der a; -Achse, so gelten 
folgende Gleichungen: 

J J sinv' 
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dx 
aus der zweiten erhält man 

y :^ —X tan^ X > 

und durch Substitution hiervon in die Komplanationsformel, wobei 
man sich % als die neue, fiir y eintretende Variable zu denken hat, 

S / \-dxdx. 

Aus der Gleichung für cot^v ergiebt sich femer zufolge des 
Wertes von y 

cofi V « — I — tan^ X oder oj = a cos^ % cot^v. 
a a '^ A j 

und durch Substitution dieses Ausdrucks, wobei v die neue 
Variable bedeutet, 

8 4:ahJ J ^^cosxsinxdvdx. 

Um nun das erwähnte Flächenstück zu begrenzen, muss x von 
bis -jTr, und v von -|-^ bis y ausgedehnt werden; dies giebt 

/ COS^ V i 

S^AahJ -^^dvj cosxsinxdx 

r 



J \s%w V strr vi 



V 

was mit dem früheren Resultate übereinkommt. 
12. Durch die Gleichung 

z=^\{Ax^+By^Y 

ist eine Fläche bestimmt, deren Vertikalspuren semikubißche Parabeln 
und deren Horizontalschnitte Ellipsen sind; man verlangt die Grösse 
der Kappe, die von der dem Neigungswinkel y entsprechenden 
Kurve isokliner Normalen begrenzt wird. 
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Zur Einführung von x und v dienen hier die Gleichungen 

By Ä 

tan X ■= -r- oder y ^ ^x tanxi 
Ax x> 

yAx^+By^ ^ ^ 

mithin ist i ^ 

T^ 27t 

Y 

13. Ein Paxaboloid dritten Grades sei durch die Gleichung 



j^(c^ y\ 



bestimmt, und es werde die Komplanation der Kappe verlangt, deren 
Begrenzung die zum Neigungswinkel y gehörende Kurve isokliner 
Normalen ist. 

Man erhält nach der vorigen Methode 



i-n 






S^... "' . ^X 



Ysinxcosx 

Y 

das auf x bezügliche Integral hat den Wert 3,70815, daher ist 



14. Durch die Gleichung 

a%^ 



Yh^x^+a^y^ 
ist eine Fläche charakterisiert, deren Vertikalspuren gleichseitige 
Hyperbeln, und deren Horizontalschnitte Ellipsen sind; eine Zone 
der Mäche sei von denjenigen zwei Kurven isokliner Normalen be- 
grenzt, die den Neigungswinkeln y^ und y^ entsprechen; man sucht 
den Flächeninhalt dieser Zone. 

Zunächst ergiebt sich 

Yi in 

J sinvcos^vj y(54co5*jj + a*m^x)* 
und wenn man hier die Eeduktionsformel 
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J yiaco3*x + ßsm*x)' 

«P l J yaco^x + /Js*«*z) 

anwendet, so gelangt man zu dem Besoltate 

worin P den Umfang einer ans den Halbachsen 

konstruierten Ellipse bedeutet. 

15. In der Horizontalebene %y sei aus dem Koordinatenanfange 
mit dem Eadius c ein Ejreis beschrieben und in diesem ein beliebiger 
Radius OQ gezogen, der mit der o;- Achse den Winkel ci ein- 
schliesst; auf der ;ef- Achse werde nun der Abschnitt ON^^csm^Q 
genonmien und durch ^ eine Parallele zu OQ gelegt; alle diese, 
der stetigen Änderung des o entsprechenden Geraden bilden zu* 
sammen eine windschiefe Fläche. Von letzterer soll dasjenige 
Flächenstück bestimmt werden, dessen Horizontalprojektion ein die 
^- Achse im Koordinatenanfange berührender, über dem Durchmesser 
& beschriebener Kreis ist. 

Setzt man zur Abkürzung l/&*+c* = a, so erhält man durch 
Einfahrung von x^rcosd und y^rsind 



S^i.[al> + ^l{^)}- 



Zu demselben Besultate fOhrt auch die Bemerkung, dass der 
über h als Durchmesser beschriebene Kreis die Horizontalprojektion 
von derjenigen Kurve isokliner Normalen ist, welche dem Winkel 

y^ardan — entspricht. 

16. Aus den Halbachsen OA^a^ OB^b sei in der Hori- 
zontalebene xy eine Ellipse konstruiert, nach einem beliebigen Punkte 
Q derselben der Badiusvektor OQ gezogen, femer auf der ier- Achse 
die Strecke ON^OQ abgeschnitten und durch JV eine Parallele 

Schlömlloh, Übtmgsbadh n. 4. Aufl. 19 
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zu OQ gelegt; die letzteren Geraden bilden zusammen eine Begel- 
fläche. Von dieser soU dasjenige Stück quadriert werden, welches 
von zwei den Neigungswinkeln et und ß entsprechenden Kurven 
isokliner Normalen begrenzt wird. 

Der Flächeninhalt der bezeichneten Zone ist 



S 



^ „ (a^-h^^ räv 

4 d^ J cos^v 



17. Ersetzt man in der vorigen Aufgabe die Ellipse durch ihre 
Fusspunktkurve, deren Gleichung ist 

so erhält man 



V CO 



COS^V 



18. Ein elliptischer Kegel sei durch die Gleichung bestimmt 
z^==^Äx^ + By^, A<B, 
und in der Horizontalebene eine Lemniskate durch die Gleichung 

{x^ + yy^^c^xy, 
man sucht die Grösse desjenigen Stückes der Kegelfläche, das über 
der Horizontalebene liegt, und von dem das zwischen den positiven 
Teilen der x- und 3/ -Achse enthaltene Lemniskatenblatt die Hori- 
zontalprojektion darstellt. 

Setzt man zur Abkürzung 

A{1+Ä) = A^, B{1+B)^B,, 
so erhält man in ebenen Polarkoordinaten 

i» 



die noch übrige Integration kann mittels der Substitution 

Acos^d+Bsm^ö ^ ^ 

ausgeführt werden, und zwar ergiebt sich, wenn die Hil£3wiiik6i a 
und ß durch die Formeln 
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raw a = 1/ — ^ — » tanß^ 1/ — ^ — 
bestimmt werden 



6r-- 



stncc 



J tan{in + iß) \\ 



2{B - Ä)yi +Ä + B\cos^ß coß^^ 

19. Der vorige elliptische Kegel werde von der Flache 

geschnitten; man sucht dasjenige Stück der Kegelfläche, das zwischen 
den positiven Teilen der Koordinatenebenen von der Schnittknrve 
begrenzt wird. ^ 

Setzt man x^rcosQ^ y^rsind und nach Ausführung der auf 
r bezüglichen Integration 



so erhält man 



-«-/^ 



^_ c\ Ä + B + y(l+Ä){l + ^ + 2 ^ 

6' ÄB{Yr+Ä+Yi + B) 

20. Der vorige elliptische Kegel werde von der Rotationsfläche 

geschnitten; man sucht das innerhalb dieser Fläche liegende St&ck 
der Kegelfläche. 

In Polarkoordinaten ergiebt sich 

wobei P den Umfang einer aus den Halbachsen 

cyÄ{l + Ä) und cyB{l + B) 
konstruierten Ellipse bedeutet. 

21. Parallel zur o;^- Ebene sei in der Entfernung c eine Ebene 
gelegt und in letzterer eine Astroide konstruiert, deren Gleichung 

J. J. J. 

ist; lässt man eine durch den Koordinatenanfang gehende beweg- 
liche Gerade an dieser Kurve hingleiten, so entsteht eine Kegel- 
fläche mit der Gleichung 

2 8 8 






19* 
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man sucht den Flächeninhalt desjenigen Eegelstäcks, das zwischen 
dem Eoordinatenanfang und einem in der Höhe h genommenen 
Horizontalquerschnitt enthalten ist. 
Zunächst erhält man 

wobei sich die Integrationen ^uf alle positiven und negativen x 
und y beziehen, die der Bedingung 

x^+y^£(Chy 
genügen. Substituiert man »ach einander x^^\ 3/=^^^ so wird 

und der Integrationsbereich ist nun ein mit dem Eadius |/CÄ um 
den Eoordinatenanfang beschriebener Ereis; durch Einfährung von 
Polarkoordinaten und Anwendung der Substitution C05 2 = « 
findet man , p. 

S^j^h^ \2C+(4.+ C^)ardan-^\' 

22. Die vorige Fläche werde von einem vertikalen Ereiscylinder 
geschnitten, dessen Achse die jb^- Achse und dessen Badius "=A; ist; 
man verlangt die Eomplanation des innerhalb des Cylinders liegen- 
den oberen Flächenteiles. 

Mittels der vorigen Substitutionen erhält man 

S^ 2Jc^ f^?±^^±lardan(yc^+^) - ardan^l - 

23. Auf einer centrischen Fläche zweiten Grades, deren Gleichung 

Äx^ + By^+Cz^^l 
sein möge, denke man sich zwei Eurven isokliner Normalen kon- 
struiert, welche den Neigungswinkeln Vq und v^ entsprechen; es 
soll der Inhalt der von jenen Eurven begrenzten Zone ermittelt 
werden. 

Benutzt man die Gleichungen 



By ^2 Ä^x' + BY 

^ Äx C(l—Äx^'-By^) 



so erhält man 
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S = ABcf C cosvdvdx ^ 

n 
oder, wenn zur Abkürzung 

p^B{C cos^v + A sin^v) , q^A{G cos^v + B sin^v) 
gesetzt wird; r^ %n 

S^ABC I cosvdv I j , ^^ . , .o 

n 

und nach Ausfahrung der auf % bezüglichen Integration 



»^0 

S^uABC f [^^^'^dv. 



Bei dem Ellipsoide sei A<,B <iC, bei den Hyperboloiden 
A^>B^', die Grössen 



-/i-^. f-Y^-i 



sind dann immer reell und bedeuten geometrisch die numerischen 
Exzentrizitäten der Vertikalspuren der Fläche; zugleich ist immer 
a>/5. Mittels der Substitutionen 

sinv « w, sinvQ « Wq, sinvj^ = w^ 
ergiebt sich nun 

S ?^ n AB \ d u 

CYäbJ \1-«V l-^*«*iy(l-a«M«)(l-^«M«) 

Um dieses Integral durch elliptische Integrale auszudrücken, 
man weiter 



-i-yl 



B sinw 



-A a 

und beachte folgende identische Gleichung: 

A — (C — B)cos^(p^ \ 
+ — A 8.8 -to/^y[; 
yi— »^5*w*g) 

führt man nun die Abkürzungen ein 
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(p (p 

^ ^ 

y 1 — x'sw^g) 
und bestimmt die Grenzen von tp mittels der Gleichungen 
sinq>Q ■= aUQ = a sin Vy, sin q>^ — «Wj = a sin v^ , 
so erh&lt man schliesslich 

yABC{C^Ay^ ^^ ^ '^ ^ '^■' 

+ ^[l^((Po)-i^(9)i)] + ^(qPo)-ffW}- 
Bei dem Ellipsoid, dessen Halbachsen a, &, o sein mögen, 
fElhren die Werte Vi=0, VQ^=\n zur Oberfläche des Halbellipsoids; 
die Gesamtoberfläche des EUipsoids ist demnach 

yar — (r 

l/a^ — c^ c 

sintp^'^a^- > costpQ^ — > 

a a 

oder einfacher 

ii -« 27tc{ & JE? (<p(j) tan <Po + & -F(g>o) ^* Vo + ^ }• 

24. Durch die Gleichung 

A J. 1_ 

Ax^ + By^+Cz^^l 

wird eine Fläche bestimmt, deren Schnitte, parallel zu den Ko- 
ordinatenebenen genonmien, Evoluten von Ellipsen oder Hyperbeln 
sind; man sucht den Inhalt einer Zone, die von zwei, den Neigungs- 
winkeln Vq und Vi entsprechenden Kurven isokliner Normalen be- 
grenzt wird. 

Benutzt man zur Einführung von % und v die Formeln 

^2 A^sin\ ^ 

so erhält man 

fo 2« 

S-9A»5»C» ff sin^vcosv.sin^icos\dvdi 

J J \i^J^sw?x + B^cos^x) 5*w^v + C^sin^icos^x^^^]^ 
n 
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Das auf % bezügliche Integral braucht man nur von bis ^tt 
gehen zu lassen, wenn man den Faktor 4 hinzusetzt; substituiert 
man nachher 

wobei sinvQ'^UQj sinv^^u^ sein möge, so findet man 

o_o6 .s^Bs^ rl.^ r_ i^ji+t^dt 

»i 

Nach den Formeln 25) bis 28) in § 10 ist nun 



OK 



ü 

32 V K ^ "^ K ^Z V^^ "^ 32 \^ 



=^. 



32 VK a' ' V c^^Yh'' 32ya8 y^jyj^ 

Ä — 6 + 2|/äc, 
mithin im vorliegenden Falle, wo 

a = BV, 6 = C» + (^8 + £»-C8)m», c = ^V, 
Ä = C» + [(l/I» +■)/£»)« - C»] M» 
ist, und zur Abkürzung 

sein möge, 



5=. «"^^ 



8VA»B^ 
"1 



ri Süfw» Nu \ 



Die nocli übrige Integration ist sehr einfach und liefert, wenn 



gesetzt wird, folgendes Endresultat 

Bei der untersuchten Fläche ist demnach jede durch zwei Kurven 
isokliner Kormalen begrenzte Zone algebraisch quadrierbar. 
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Im Falle positiver Äj B^ C schreibe man die Gleichung der 
Fläche unter der homogenen Form 



©■+(1)^+©^-^ 



ihre halbe Oberfläche entspricht dann den Werten Vq^T^ ^^"^^ 
Vi =» 0. Setzt man für den Augenblick 

_.a, -«/S, -^-y, a + ß^e, 

so ist 

Ä'-a', B'~ß*, C-y*, 

Jf = (« + /S)»«(S - e»«|S, 2V= o»+ /S»- «(«»- 3«/J), 

mithin die gesamte Oberfläche 

_ 3« (t - y)V+ 2yt»+ (2y»- «/?)e + y(y'- 2«/?)] 
4 a/SyA* 

oder wegen * — (« + y)(« — y) 

^ 3« t»+ 2yt»+ (2y»- ctß)t + y(y*- i«ß) 
°° 4 ■ „ßy(^ + ß + yy 

woraus man schliesslich erh&lt 

^_3n h^(^+e>a«+a'h'>+2abc[a\b+c)+b'(c+a)+c»(a+h)+ahc] 
~ 4 ■ (hc + ca + aiy 

Ln speziellen Falle a ^b — c wird ii gleich J| der um- 
schriebenen Eugelfläche. 

25. Man verlangt den Lihalt derjenigen Zone von der Mäche 



'-i<i+i> 



die durch die beiden den Neigungswinkeln cc und ß entsprechenden 
Kurven isokliner Normalen begrenzt wird. 
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Nach dem bisherigen Verfahren ergiebt sich 



ah J cos^v 



wobei die noch übrige Integration leicht ausführbar ist. 

26. Durch die Gleichung 

z = cardan—- 
hx 

wird eine schraubenähnliche Fläche bestinmit, in der die von zwei 

Kurven isokliner Normalen begrenzte Zone dieselbe Grösse hat wie 

in Nr. 25. 

27. Bei der Fläche, deren Gleichung ist 

' X 

bilden die Horizontalprojektionen der Kurven isokliner Normalen 
konzentrische Kreise; sind r^ und r^ die Halbmesser zweier solcher 
Kreise, so ist die Zone zwischen den betreffenden Kurven 

28. Durch die Gleichung 



/x^ A- 1/*\ \ 

z == yan 2"^j + haräan- 



=;+f:-^ (••+")' 



wird eine Fläche charakterisiert, deren Yertikalspuren Kettenlinien, 
und deren Horizontalschnitte Ellipsen sind; die Zone zwischen den 
Kurven isokliner Normalen, die den Neigungswinkeln « und ß 
entsprechen, hat dieselbe Fläche wie in Nr. 25. 

§31. 

Komplanation duroh Doppelintegrale in 

Cylinderkoordinaten. 

Setzt man in der auf rechtwinklige Koordinaten (x^ y^ z) be- 
zogenen Gleichung einer Fläche 

x^rcosQ^ y=-rsinQ^ 
so erhält man eine neue Gleichung zwischen den Grössen 0, r, z^ 
tmd diese ist die Gleichung der Fläche in Cylinderkoordinaten, 
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wobei man sich z als Funktion von und r denken kann. Um 
für diesen Fall die Komplanationsformel direkt zu entwickeln, 
bestimme man zunächst die Gleichung der Ebene, welche die 
gegebene Fläche im Punkte Qrz berührt. Ist nun in rechtwinkligen 
Koordinaten 

A^ + Bri+Ci^l 

die Gleichung der Berührungsebene, so finden sich J., 5, C mittels 
der Bemerkung, dass diese Ebene durch die Punkte 

0,r,«5 + de,n^ + |^d0; 0,»- + dr,4^ + ^dr 

gehen muss. Dies giebt folgende drei Gleichungen: 

ArcosQ +Brsind -\- Ce =1 

Arcos{Q + dQ) + Brsin{Q + dQ) + c{z + ^(^OWl, 

A{r + dr)cosQ + B{r + dr) sin 6 + c{z + ^e?r) — 1, 
und diese liefern die Werte 

dz 5m 01 



A [dz ^ dz sind] 

c — (ä7'^^^-g0— I 

B (dz , ^ , dz cosd] 



Bezeichnet femer N den Winkel zwischen der Berührungsebene und 
der tc^- Ebene, so ist 



sec 



"-VW^W^^-V^^WüW- 



und damit geht die gewöhnliche Komplanationsformel 

8 ^JJsecNdx dy 
in die gesuchte Formel über, nämlich 

Die Integrationsgrenzen für r und bestinmien sich hierbei 
durch die Polargleichung der Horizontalprojektion des zu quadrieren- 
den Flächenstücks. 



§ 31. Eomplanation durch Doppelintegrale in Cylinderkoordinaten. 299 
Beispiele. 1. Die Gleichung 

(j?x + ^^y a^cosd + h^sind 
x^ + y^ r 

charakterisiert eine Fläche, deren Vertikalspuren gleichseitige Hy- 
perbeln, und deren Horizontalquerschnitte Kreise sind; man sucht 
den Inhalt desjenigen Flächenstücks, welches einen mit den 
Radien h und k beschriebenen, von = y^ bis 9 = y^ gehenden 
Kreisringsektor zur Horizontalprojektion hat. 
Setzt man a* + &* = c*, so findet sich 

yo A Ä 

die noch übrige Integration kann mittels der Substitution c*+r*=t** 
leicht ausgeführt werden. 

2. In der Höhe z =^ 2 a ist eine Horizontalebene gelegt, in 
dieser eine Archimedische Spirale konstruiert, deren Gleichung 
r^^ ad sein möge, und von jedem Punkte der Spirale eine Gerade 
nach dem Koordinatenanfange gezogen; es soll nun dasjenige Stück 
der entstandenen Kegelfläche quadriert werden, dessen Horizontal- 
projektion der von « bis == reichende Sektor genannter 
Spirale ist. 

Man findet 

3. Die Gleichung der Fläche sei 

z ^ ^r + c0, 

und es werde die Komplanation desjenigen Flächenstücks verlangt, 
das einen mit dem Radius a beschriebenen von =» bis = y 
reichenden Kreissektor zur Horizontalprojektion hat. 
Zunächst ergiebt sich 

a 

8 ^ yjyc' + (1 + ii^)r^' dr, 



wo die noch übrige Integration leicht auszufahren ist. 
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4. Nimmt man als Gleichung der Fläche 

und zur Horizontalprojektion wieder den vorigen Kreissektor, so 
erhält man 

S^a(\a + h)y. 

5. Die Evolutenfläche der Schraubenlinie lässt sich in Cylinder- 
koordinaten durch folgende Gleichung darstellen 

fiz ^ cid +Arccos — ] —Yr^— c*; 
hieraus ergiebt sich 

oder, wenn (a '^ coty und das Doppelintegral =» Sj^ gesetzt wird, 

S'^S^secy, 
Die Integrationsgrenzen sind hier beliebig, es bezeichnet also 
S den Inhalt einer auf der Evolutenfläche willkürlich konstruierten 
geschlossenen Figur, S^^ den Flächeninhalt ihrer Horizontalprojektion; 
beide Flächen stehen in konstantem Verhältnis. 

6. Die Gleichung einer Fläche sei 



= j(i±!^!EZ)+^,esi«i, 

mithin eine implicite Funktion von und r; dies giebt 

1 de z+yr^—0^ de _g—yr^—z^ 

Vdd 2 ' dr 2 ' 

mithin 

8'=Viffrdedr. 

Auch hier steht der Inhalt einer beliebig auf der Fläche ge- 
zeichneten Figur in konstantem Verhältnisse zum Inhalte der zu- 
gehörigen Horizontalprojektion. 

7. Die Ebene, der Eotationskegel und die beiden vorigen 
Flächen haben die Eigenschaft gemein, dass zwischen jedem S und 
dem entsprechenden S^ die Eelation ä >= Ä^ sec y stattfindet, worin 
y einen konstanten Winkel bezeichnet; man wird hierdurch auf die 
allgemeine Frage geführt, ob es noch weitere Flächen von dieser 
Eigenschaft giebt und wie deren Gleichungen zu finden sind. Zur 
Antwort dient folgende einfache Überlegung. 
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• Eine Ebene sei durch die Gleichung 
z^Px + Qy + E 
charakterisiert, if; ihr Neigungswinkel gegen die Horizontalebene xy^ 

mithin 

Diese Ebene möge sich beliebig, aber doch so bewegen, dass der 

Winkel ^ den konstanten Wert y behält; es müssen dann P und 

Q der Bedingung 

P^+Q^^tan^y 

genügen, und dies erreicht man allgemein durch die Annahme 

P'=tany'COSGi^ Q '^^ tanysinci}^ 

worin oo einen beliebigen Winkel bezeichnet. Setzt man zur Ab- 
kürzung coty '^^ (i und (iE = t^ so repräsentiert die Gleichung 

(lg ^ X cos a + y sin cü + t 

bei yariabeln oo und t eine Schar von Ebenen, die sämtlich 
mit der o?^- Ebene denselben Neigungswinkel y bilden. Um nun 
dieser veränderlichen Ebene eine regelmässige Bewegung zu erteilen, 
denke man sich t als Funktion von ©, etwa t =» j^(a));* zu einer 
so entstehenden Ebenenschar kann es möglicherweise eine ein- 



* Zur Erläuterung diene folgendes. Man lasse die Ebene von 
konstanter Neigung sich so bewegen, dass ihre Horizontalspur eine feste 
Kurve berührt, deren Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten v^f{u) 
sein möge. Für die Horizontalspur der Ebene hat man die Gleichung 

t 
^ Sinai 

und diese muss nun identisch sein mit der. Gleichung einer Tangente an 
der gegebenen Kurve, d.h. identisch mit 

y-^riu)^x+f{u)^ur(u). 

Hieraus folgen die Relationen: 

f'(u)^-cota), t^luf{u)-f{u)]sin<o, 

welche nach Elimination von u zu einer Gleichung von der oben er- 
^^hnten Form t^F{(o) fähren. Dies ist zugleich der Weg, um die 
Funktion F zu bestinunen, wenn die Leitkurve (die Horizontalspur der 
nachherigen einhüllenden Fläche) durch eine Gleichung zwischen recht- 
winkligen Koordinaten ausgedrückt ist. Für Polarkoordinaten gestaltet 
sich die Sache ähnlich. 
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hüllende Fläche geben, deren Gleichung auf die gewöhnliche Weise 
gefunden wird, nämlich durch Elimination von oo aus den beiden 
Gleichungen: 

fiz '^ xcosG) -^ ysinco + F(g}), 

«= — xstnoi + ycosG) + F* (oa). 

Die Berührungsebenen an der so bestinmiten Fläche sind die vorigen 
Ebenen und haben gegen den Horizont dieselbe Neigung, daher ist 



-ff- 



S ^ I I dx dy =• Ä sec y. 

Beispielsweise erhält man für F{Gi) «= — cw und durch Ein- 
führung von a; «= r cöÄ 0, y ^ rsind 

fi0 == r cos (ß — co) — cco^ « r m (0 — od) — c; 

aus der zweiten Gleichung finden sich sin(ß — ©), €Os{Q — ai), ca, 
und durch Substitution dieser Werte in die erste Gleichung wird 

fi0 =* Yr^ — c* — cid —Aresin— y 

Setzt man — jer für ä^ und + -|- tu für 0, so gelangt man zu dem 
in Nr. 5 betrachteten Falle. 

Für i^(ö)) = Tce'^ und bei zweclunässiger Wahl von k und ^ 
ergiebt sich 'das Beispiel Nr. 6. 



§32. 
Komplanationen durch Döppelintegrale in Kugelkoordinaten. 

Wie in § 29 mö^en die räumlichen Polarkoordinaten eines 
Punktes mit r, ^, cö bezeichnet werden, und ausserdem sei in 
rechtwinkligen Koordinaten 

die Gleichung der Ebene, welche die gegebene Flache im Punkte 
r^o) berührt. Um zunächst A, B, C zu bestinmien, bringe man 
in Rechnung, dass die berührende Ebene durch drei Punkte gehen 
muss, deren Koordinaten sind: 

dr dr 

^, cj, r; ^ + e?^, cö, r + — -<2^; il^y (o + doo^ r + —dco-, 

Otf) cco 

dies giebt folgende drei Gleichungen: 
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A cos il; cos CD + B cos tif sin (0 + Csiniff '^ — > 

r 

1 dr 

Ä sm tb cos 0} + B sin ip sin 0} — Ccostif ^ -ä' r — > 

1 dr 

Acostlfsinci) -- Bcosifcosto — -r • r. — 

r^ da) 

Hieraus finden sich die Werte: 

. costifcosco , sintcosüi dr , sinm dr 

A = 1 5 1- — — -, 

r r^ ort) r^costlf ^<» 

cos if sin G) Sinti; sin CO dr cosca dr 

r r^ dp r^cosrl) dm 

^sinif cost dr 
**" r r"^ * dp^ 

und es ist nun, wenn N den Winkel zwischen der Berührungsebene 
und der Äquatorialebene bezeichnet, 



secN^ 



C (dr . \ 

l •— cos tl; — r smtlf \ cos if; 



Setzt man för den Augenblick rcosil)^ q^ so ist QdG}äQ das 
in ebenen Polarkoordinaten ausgedruckte Element der Äquatorial- 
ebene, mithin das Element der knunmen Fläche 

dS == secN.Qdoadg •= secN.rcostljdoD-^^ dtl}*^ 

nach Ausführung der Differentiation in Beziehung auf tif und Sub- 
stitution des Wertes von secN erhält man eine Formel för diS, 
aus der durch Integration folgt 

Selbstverständlich ist für r sein Wert aus der Polargleichung 
der Fläche einzusetzen; die Integrationsgrenzen für ^ und od be- 
stimmen sich durch die Begrenzung des zu quadrierenden Flächen- 
stücks. 
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Beispiele. 1. Die Gleichimg der Fläche sei 

smct) 

und als Horizontalprojektion des zu quadrierenden Stückes werde 
ein Kreis genommen, der h zum Durchmesser hat und die y- Achse 
im Eoordinatenanfang berührt 
Zunächst ergiebt sich 

T* T^ 

o « • /* /* Ysin^G) cos^ xi) + cos^ oo svn^ t . , , 

S^2<r I I r-ö smoDdmdt. 

J J sm^tif 

wobei die Integrationsgrenze W auf folgende Weise bestimmt wird. 
Sind Bj Wy o die Polarkoordinaten eines Punktes auf der Be- 
grenzumgslinie der gesuchten Fläche, so ist zufolge der Gleichung 
der Fläche und wegen der gegebenen Horizontalprojektion 



•mithip 



B^C—r^—1 BcOSW^OCOSüD, 

sin W 



h 

cot W^ — COtCD. 

c 



Setzt man im Doppelintegrale cos oo « w, cotiiß^t^ cot^^^Ty 
so erhält man 

1 T 

S^2c^ llYil^u^t^+urdudt, T /^ f 

J J cyl — tt* 

imd durch Ausführung der Integrationen 



Dasselbe Eesultat hat sich in Nr. 15 des § 30 auf anderem 
Wege gefunden. 

2. Eine Fläche sei durch die Polargleichung 

cos 2(0 

r^c —. 1 

stnp 

und eine in der xy-'EheRe liegende Kurve durch die Gleichimg 
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bestmunt; man sucht den Inhalt des Flächenstücks über dem ziYiscben 
den Achsen der x und y liegenden Blatte der Knrye. 
Durch Anwendung der Substitution 

co^ ^ = 2 f . tan 2 o 
findet man 

3. In der Horizontalebene pcy sei eine Gerade AB konstruiert, 
die von der a;- Achse die Strecke 04 = a, von der 3/ -Achse das 
Stück OB^h abschneidet; durch einen beliebigen, zwischen A und 
B liegenden Punkt Q dieser Geraden und durch die r- Achse werde 
eine Vertikalebene gelegt, und in letzterer über Q als Durchmesser 
ein Ereis konstruiert; alle diese Ejreise bilden in stetiger Aufeinander- 
folge eine wulstförmige Fläche. Man verlangt den Inhalt desjenigen 
Flächenstücks, das zwischen den positiven Teilen der Koordinaten- 
ebenen enthalten ist. 

Unter der Voraussetzung positiver a und h sei zur Abkürzung 

AB^Cy LOAB^y, 
es ergiebt sich dann 



^~~^J J sin\(o + yy 



a , h 

das ist, wenn nach Ausfahrung der Integrationen C05 y = — » siny =» — 

gesetzt wird, 

4. Lässt man in der vorigen Aufgabe an die Stelle der Geraden 
AB eine Lemniskate treten, für die 

r « a "/cos 2 a) . cos ^ 

ist, so erhält man fOr die Gesamtoberfläche des Lemniskatenwulstes 

5. Nimmt man in Nr. 3 statt der Gieraden AB eine Eardioide^ 

T'» 0(1+ cos (D) cos ll) 

ist, so findet man als Gesamtoberfläche 

Sehlömiloh, Übungsbnoli IL 4. Atifl. 20 
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6. In Nr. 8 werde die Gerade AB dvrcli die Fusspiink&arvB 
einer aus den Halbachsen a «nd b konstruierton Ellipse ersetzt^ und 
zur Abkürzung sei |/ä*+~ft**-'C; es ergiebt «ich daaan flfcr die Ge- 
samtoberfläche 

wo P die Peripherie einer Ellipse mit den Halbachsen — und — be- 

c c 

deutet. 

7. Von dem Mittelpunkte eines aus den Halbachsen a^ h^ c 
konstruierten Ellipsoids denke man sich Senkrechte auf alle Be- 
röhrungsebenen der Fläche herabgelassen; die Fusspunkte dieser 
Senkrechten bilden dann eine Fläche, deren Gleichung ist 

man verlangt die Komplanation dieser Fusspunktfläche. 
In Polarkoordinaten ist die Gleichung der Fläche 

r^ = a* cos^-tl) cos^cn + h^ cos^il) sin^co + c^ m?-^-^ 

der Eomplanationsformel erteüe man die bequemere Gestalt 

ftir den Oktanten der Fusspunktfläche ergiebt sich dann 








oder, wenn 
gesetzt wird. 





Benutzt man hier die Substitution 



c^+Qcos^tl) ' 
so erhält man das Integral in rationaler Form, nämlich 
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ro 



s_^,r r{^^^)ä^du 







-=-» 



T» 1 







Durch Anwendung der weitem Substitution 



"wird einfacher 



oder endlich für w^sinv 



\n \n 



6*w* + c* (5*co5«x + a^sin^x) (1 - w*)]*' 








Nach Nr. 23 de» § 30 folgt hieraus, dass die Fusspunktfläche 
und das aus den Halbachsen 

hc , ca ah 

konstruierte EUipsoid gleiche Oberflächen besitzen. 



§33. 
Vermiselite Aiifgab^n über PoppelüaLtQg;]rale. 

Nicht selten bieten Doppelintegrale die Eigentümlichkeit, dass 
sich bei der einen Anordnung der Integrationen zwar die erste, 
nicht aber die zweite Integration ausführen lässt, dass hingegen bei 
umgekehrter Anordnung der Integrationen beide Integrationen aus- 
führbar sind; die Zusammenstellung der so erhaltenen Resultate 
liefert dann den Wert eines einfachen bestimmten Integrals. So 
ist z. B. 

20* 



308 Kö»?« ^ I^iö Doppelintegrale und ihre geometrischen Anwendungen. 

T^ 1 T^ 

/* r__dQdx 1_ rf a + })8mQ \ dd 



dagegen umgekehrt, wenn a>6 ist 

1 T^ 1 

r /^ dxdd _ it r dx _ ^ . ^ 

'^ 

mithin durch Vergleichung der beiderseitigen Eesultate (§24 Nr. 1) 







ra + hsinO\ dd . ^ ^:. 

l\ — r-Ä / T-Ä =* ^ arc5^w — > a> 0. 

^a — osinu^ smö a 



Auf dieser Bemerkung beruht folgende Methode zur Ennitte- 
hmg der Werte gegebener einfacher Integrale. Man verwandle 
einen unter dem Integralzeichen vorkommenden Faktor in ein schon 
bekanntes Integral, mithin das gegebene einfache Integral in ein 
Doppelintegral, und kehre in letzterem die Reihenfolge der Integra- 
tionen um. 

Will man hiemach den Wert von 



IT« 

dQ 

sind 



^ ^a — osinu^ 



finden, so erinnere man sich an die Gleichung 

1 

j(^+ß\ r^ctßdx 



und benutze sie für a^^a^ ß^=hsind] es wird dann 

dOdx 



""-""//^ 







und durch umgekehrte Anordnung der Integrationen 



W=^7tarcstn — 
a 



ardan 

findet man ** o 

3 n 
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Beispiele. 1. Nach dem soeben benutzten Verfahren ergiebt 
sich (vergl. § 24 Nr. 2) 

l\ , . r^ ]stnQdQ-^n ^— » a>h. 



2. Durch Benutzung der Formel 

1 

ß_ r aßdx 



J \ a / stnö 2 V a / 



3. Auf gleiche Weise gelangt man zu dem Resultate 

^« 

I ardcm I — s%n\3 ] sinö du »^ —- 

^ \a / 2 6 



4. Durch Anwendung der Formel 

oo 

y« I er*'dx, t>0 



erhält man, wenn a^ h^ Je endliche positive Grössen sind, 

dt-^ I ; dx— I -— dx, 

t J a + x J 5 + a? 

* 

oder, wenn rechter Hand im ersten Integrale a-\-x=^z^ im zweiten 
5 -j- ^ =s jer gesetzt wird. 



/^!I^'.._/bl- 



h 
-kz 

dz. 



k 

Geht man zur Grenze fiir unendlich abnehmende Je über, so 
findet man 



in tJhereinstimmung mit der Formel in § 23 II, Nr. 8. 
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5. Um 



'-!' 





zu bestiimnen (vergL § 2311 Nr. 12), bilde man das Doppelintegral 



und fOhre in ihm Polarkoordinaten ein, so wird 

00 * 



-fp 



j^^l le-^rdrdd^jy 





also 



Jer'^dx'^\Yn, 



6. Benutzt man die Substitution in Nr. 4 fOr t^l+u^ und 
nachher die Formel 13 in § 23 II, so erhält man 

oder für aj=»5* 



Das nocli Übrige Integral findet sich mittels der Substitution 
es wird nämlich, positive h vorausgesetzt, 

00 00 

-^00 

Für w — -1 2Ä — a/3 folgt hieraus die in Nr. 17 des § 2311 
a 

auf anderem Wege abgeleitete Formel. 

7. Nach den in Nr. 18 des § 24 gegebenen Entwicklungen 
darf die Funktion 
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als ebenso bekannt wie lii^ smfi und dergleichen angesehen werden, 
und es ist daher genügend, ein Integral durch Ganunafonktionen 
auszudrücken. Setzt man noch Z'^kUy wo h eine positive die Null 
übersteigende Grösse sein muss, so ist auch 



«^ 

r 



kf 



sowie umgekehrt 



^^rj^ Cu^'-'^ ^^"^ du. 





Yon der letztei^en Formel lässt sich Gebrauch machen zur Er- 
mittelung des Integralwertes 

V- 
•^ J {acos'd+bsm'dy+'i 



Man erhält nämlich für fc=»acos*0 + 6si«*0 und (*=!' + 2, 



femer för w = r* und , wenn man rcosQ^x^ rsinO '^y setzt, d. h. 
von Polarkoordinaten zu rechtwinkligea Koordinaten übergeht, 

oo 00 

W^ . ^ I I x^P-'^y^^-U-i^'^+^y'Uxdy. 



Dieses Doppelintegral zerfällt in die beiden Faktoren 

00 GO 

fx^P-'^er^^dx und jf^-'^e-^y'dy, 
d 

deren Werte sich mittels der Substitutionen 05* «5 und y^'^ri er- 
geben. Das Endresultat lautet bei positiven a und h 

u 

r cos*p-^dsin'i-^e ^ r(p) r(g) 1 
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Für cos^ — jBi erhält dasselbe die algebraische Form 



/ 



gp-i(i ^gy-igg r(p) r(q) i 





oder, wenn a — 5«c gesetzt wird, 



/ 



zp-'^ji^zy-^ ^^^ r{p) r{q) 



{^ + cz)P+^ r(p + q) (h + c)Ph^ 



Mittels der Substitution je? «= a? : (1 + a?) ergiebt sich aus der vorher- 
gehenden Gleichung noch die folgende 

/ xP-^dx r(p)r(q) 1 
(ax + h)P+9^ r(p-\-q) \pl<i' 



die im speziellen Falle q^l—p übergeht in 

30 

^xP-^dx n 1 



/ 



ax + h sinpn aPh^~P 



— , 0<p<l. 



Aus diesen Formeln kann man dadurch neue Besultate ableiten, 

dass man beiderseits ein- oder mehimal in Beziehung auf p oder 

5 differenziert und dabei von den Gleichungen 

1 

^^ ^ .,^ dir(fi) ^, /•l-^erA'-i 

dU^'U.dlU. ^ ^ -^—0+ I — d0 

dfi J 1—0 



Gebrauch macht. Differenziert man z. B. die Gleichung 
partiell nach p, so erhält man 

/:.-.(:-.).-.,(l)..-^iffi/-q(i^... 



Bemerkenswert ist der Spezialfall P^\\i^'\'\^ ä!==Ti ^ = y*; er 
giebt 
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Wenn noch spezieller (i eine ganze positive Zahl m ist und 
liTiVfi y^smoü gesetzt wird, so entstehen die Formeln 

1 -r« 

^ ^ 

7t 1.3.5...(w-l)f,^ /l 1 1 1\\ ^ 

= -- , ^ — ^^ ^U2"l-3 — T-+-7r )}' ^ gerade m, 

2 2.4.6 m l Vi 2 3 w/J ® ' 

2.4.6...(w-l)f 1 1.1 . 1 7ol ^. 

Durch partielle Differentiation nach q erhält man 

/-H.-.)'-'(r^)-^^/q^>- 



imd als Spezialfälle hiervon 

I 

1 T» 

« 1.3.6. ..(OT-l)f,„ , 1,1,1, ,11 ^ 

2.4.6...(»» — l)f 1 ,1.1, 1\ 

" 3.6.7 m iT + y + T+'+mr «-""g««^»»- 

Auf gleiche Weise entstehen die allgemeineren Formeln 

(»4)' 



f, 



-l \aA — )dx 



u 
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h 



■ l {ax + h) dx 



{ax + h)P-^^ 
u 

deren Differenz giebt 

r xp-Hx ^ r(p) r{q) 1 ij(b\ r^p-s^ \ 



Substituiert man links ir = co^*0, so hat man auch 








1 



Z(a + 6<aw«e)e?e' 



^ ' 

1 

J {acos^d + hstn^dy+^ ^ ^ 



2r{p+q) aPbi\ V 1-« 1 







/ö 



co.«.-0^n*.-0^^^^^^ 



(acos^d + h sin^dy+^ 



41^(1)+«) «''&*[ Va/ J x(l-x) ] 



8. Aus den im vorigen Abschnitte entwickelten Fonneln ISsst 
sich der Wert des Doppelintegrals 

1 








auf folgende Weise herleiten. Statt x führe man eine neue Variable | 
ein mittels der Substitution 
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-^^-j — ^ =- I oder X « 

imd integriere nachlier in Beziehung auf ^; dies giebt 

r(i-v)r(i + ^ + .) r 



•mitlriTi zusammengenommen 

A>Ö, i + f* + l>0, 0<r<l:. 
Dnrch Substitution von a? — j»^, y = tow* g? erhält diesefli Eesultat 
die folgende Gestalt 



fß 

u 



jef**~"^(cos*9) + si^ sin^ (fY cofi^"^^ ip dz dip 



/A 



4:Sinv7t r(k + (i + i)r(k + v) 
A>0, i + ^ + l>0, 0<v<l. 

Beispielflfweise ergiebt sich hieraus 

1 

1 T 

und spezieller, wenn 2k ^1 eine ganze positive 2ahl ist, 

rr _^;;dzß^ 

J J ycos^(p + z^sin^ip V2.4.6 m 2/ ^ ' 

/2.4.6...(w^l)\« ^ , 

"" V 3 5.7 . m ) ' ^^^^*^® *^- 

Hieran knüpfen sich u. a. die Formeln 
aresin (sz) dzd(p 



f/i 



^ zyl—h^z^ y co8^ fp -^ z^ siwi? fp 
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j/ */ zyl + e^e^ ycos^tp + sm'q) 

wie man durch Beihenentwicklungen leicht findet. 

Differenziert man das mit S bezeichnete Doppelintegral nebst 
seinem Werte partiell nach A, so gelangt man zu dem Eesultate 



_ ?r rU)r(X + fi + v) /' g^-^(l — a^+^ — g;^ + a;^+^) 

das für a? = j?*, y = ^on* 9) die Form annimmt 
1 T" 

/ / 0^^'-'^l\—]{cos^(p + 0^ sin^ q>y cofi^"^ q> d0 d(p 



1 

inv7t'r(ji+(i + l)r(k + v)J l — x 



'0 



Beispielsweise ist hiemach, wenn auch rechter Hand a? — js* 
genonmien wird, 



1 00 

'^ 



Z(— j dzd(p 



und för den Fall eines ganzen positiven 2 A — 1 

-2( 2.4.6.....^ ) p-(----h3-.™^)[,bexgerademm, 

^/2.4.6...(w~l)\«fl 11 1 ,^\ V . 

°H 3.5.7.....m ; lj-2-^3- •■^m-^'r^^^^^^^'^"*"- 
9. Das zu Anfang dieses Paragraphen bezeichnete Verfahren 
zur Wertermittelung gegebener einfacher Integrale liefert in manchen 
Fällen nur eine Transformation des ursprünglichen Integrals; dass 
aber auch diese von Nutzen sein kann, möge das folgende Beispiel 
zeigen. 
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Verwandelt man das Integral 

dx 



J Vä^^ 



^ y{l^x^(l-^'x^) 



x*<l 



durch Snbstitntion von 



1 _2 r dd 

(l — x^il-y^x^) *" ^«/ (1 - ÄJ*) cos^d + (1 - y?x^ysiri 



dd. 



T/(1 — aj^(l-x«aj*) ^J (1 — ^*) cos^ ö + (1 - x^a?*)* sin^ 6 

in ein Doppelintegral, fOhrt in letzterem die Integration nach x ans 
nnd setzt zur Abkürzung 1 — x* — A*, so erhält man 

Diese Gleichung lässt sich folgendermassen darstellen: 
worin A, B^ C die Bedeutungen haben 

J yi-A«»J»»Ö »/ l/l -A« sin* Ö V«»«Ö/ 

' ' 

Da A* < 1 ist, können alle drei Integrale nach Potenzen von l, ent- 
wickelt werden; for A erhält man sehr leicht 

-ll'H-(DV+OV+(i4fl)'-....)- 

Zur Bestimmung von B dient die Formel 

J \stnd/ 4r(w + l) J l — x^x 

die durch Substitution von a? = y* und mit Hilfe der Abkürzung 

1^ 1 1 J_ 

übergeht in 



/« 
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hiemacli findet sich 

^-1^2 +(IT(^2 -*«)'*+ (H)*(^^-*^**+-}- 

um C zu entwickeln, beachte man, dass (8. 290 d. I. Tis*) für 
x^<l die Gleichung 

gilt und dass hiemach eine Gleichung von der Fonni 

bestehen muss. Multipliziert man mit yi — a;, differenziert nach a;, 
multipliziert mit 2}/l — », entwickelt linker Hand )/l — x und 
vergleicht die beiderseitigen Koeffizienten von a;"""^, so gelangt man 
zu der Bekursionsformel 

rc .\ 1.3.5...(2w-3) 

2^a.>(2n~l)a.^x= ,^ 3 ^^^^ ^ 

durch Substitution von 

1.3.5...(2n-l) ^ 
'*"""2.4.6....(2w) ^" 
geht dieselbe über in 

1 1 

In — 2>«_i« 



2;» — 1 2w 
und hieraus folgt wegen i5>o = % == 

, __1 1 . 1 1 _ 

1.3.5...(2n~l) 
''*'*^2.4.6....(2n) ^'»- 

Für a? = l*m*0 findet sich nun 

und durch Zusammenfassung der fOr A, JB, C erhaltenen Beihea 
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H-(l4fl)'['(i)-'.]"+- 

Diese Entwicklung bietet einen wesentlicben Vorteil, sobald sc 
wenig kleiner als die Einheit ist, mithin X der Null nahe liegt. 

Bei sehr kleinen X ist angenähert Z^-=Z(— ji wie auf anderem 
'Wege in § 24 Nr. 16 gefanden wurde. 

Nach demselben Verfahren kann man das Integral 



in eine Beihe Terwandeln, man gelangt aber kürzer dazu mittels 
der Bemerkung, dass 



E' 



^ ^ dX J y{l-a;8)(i__^2^2^8 





ist und .dass das rechts stehende Integral, unbestimmt genommen, 
den Wert 



^yr=:Ä» 



besitzt, der sowohl füraj«! alsfara;«0 verschwandet. Setzt 
man in der hiermit gewonnenen Belation 

E^X^K^X(\-^X^^-^ 
dX 

für Z^ die vorige Reihe, so erhält man 

Die beiden ersten Sunmianden führen auf die in § 24 Nr. 17 ab- 
geleitete Näherungformel zurück. 
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10. Eine geometrische Anwendung der in Nr. 8 entwickelten 
Formeln ist folgende. Unter der Voraussetzung positiver i, f*, v 
schliesst die Fläche 

©'+(!)'+ er- 

mit den positiven Seiten der Eoordinatenebenen einen endlichen 
Baum Y ein; für diesen ist 

^-//[-©'-(f)'p-" 

wobei sich die Integrationen auf alle positiven x und y beziehen, 
welche der Bedingung 



©v(fr 



^1 

genügen. Setzt man erst x^^ax^^^ y = ^yi'*» dann x^^=^rcosQ^ 
y^^ rsindj so konmit man auf ein Doppelintegral, dessen Inte- 
grationsbereich ein Kreisquadrant ist; und wenn man noch r* = t* 
nimmt, so erhält man durch Ausführung der doppelten Integration, 
die sich hier auf das Produkt zweier einfachen Integrale reduziert, 



K' + l + ^i) 



V^-^ :r — ^i T^ — TT -abc. 



Die in § 28, Nr. 36 bis 40 behandelten Aufgaben sind spezielle 
Fälle hiervon. 



Kapitel VIL 



Die dreifachen Integrale. 

§34. 
Allgemeine Formeln und Regeln. 

1. Seiner ursprünglichen Bedeutimg nach ist das bestimmte 

dreifache Integral 

z r z 

W^JfjF{x,y,z)dxdydz 

«b S^o 'o 

der Grenzwert einer dreifachen Summe, deren Summanden die 
Form F(x^y, 0)JxJyJz haben; die Integrationsgrenzen bestimmen 
hierbei den Spielraum, der den Yariabeln Xy y^ z angewiesen ist. 
Denkt man sich x^ y^ z als die rechtwinkligen Koordinaten eines 
Punktes im Baume, und den Raum mit einer nichthomogenen Masse 
erfOllt, deren Dichtigkeit im Punkte xyz durch die Funktion F(x,y,z) 
ausgedrückt wird, so ist dx dy dz der körperliche Inhalt eines aus 
den Kanten dXj dy^ dz konstruierten Parallelepipeds, d. h. eines 
Volumenelements; femer bedeutet F{x^ yj z) dx dy dz die in jenem 
Volumenelemente enthaltene Masse, d. h. kurz das Massenelement; 
endlich ist das obige dreifache Integral die Summe aller nach den 
drei Dimensionen des Baums verteilten Massenelemente, d. h. die 
Gesamtmasse eines Körpers, dessen Begrenzung durch die Inte- 
grationsgrenzen bestimmt ist. Der Quotient aus W und dem Vo- 
lumen V des Körpers giebt nachher die mittlere Dichtigkeit des 
betreffenden Körpers. 

In allen Fällen, wo die erste auf z bezügliche Integration direkt 
ausgeführt werden kann, reduziert sich das dreifache Integral sofort 
auf ein Doppelintegral, dessen weitere Behandlung den Gesetzen des 
vorigen Kapitels unterliegt. Lässt sich dagegen die erste Integration 
entweder gar nicht in geschlossener Form bewirken, oder liefert 

SchlOmilch, Übunggbach n. 4. Aufl. 21 
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deren AusfÜQinmg sehr verwickelte Formeln, so greift man zu den 
in Nr. 2 und 3 erwähnten Mitteln. 

2. Die Reihenfolge der Integrationen darf geändert werden, 
sobald man die hierbei nötigen Änderungen der Integrationsgrenzen 
beachtet Am einfachsten ist die Sache in dem Falle, wo alle sechs 
Integrationsgrenzen absolute Eonstanten sind, d. h. wenn der Spiel- 
raum des Punktes xyz atus einem rechtwinkligen Parallelepiped 
besteht, dessen Seitenflächen parallel zu den Eoordinatenebenen liegen; 
die verschiedene Anordnung der Integrationen bedingt dann nur eine 
verschiedene Stellung, aber keine Wertänderung der Grenzen. So 
ist z. B. 

a h c b e a 

fff^i^y y, e) dx dy de ^^JJjFix, y, z) dy dz dx. 

Oq ^ ^ bo Co Oo 

Als Beispiel für den Fall, wo die Grenzen geändert werden 
müssen, diene das Integral 

^ ^ ^ xy 



--/m 



v^ 



dxdydz^ 



worin dem Punkte xyz ein aus den Geraden -40 = a, BG^h^ 
OC'^c konstruierter Kegelquadrant (Fig. 65) als Spielraum an- 



Fig.66. 




gewiesen sei. Integriert man zuerst nach z und bezeichnet mit Q 
und R die Punkte, in welchen die Gerade MF^z den Kegelmantel 
und die Kegelbasis sehneidet, so sind die Grenzen für z 
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nachher müssen die Grenzen fQr OL'^x und LM^y so gewählt 
werden, dass der Punkt B alle Stellen der Ellipsenquadrantenfläche 
ACB betritt, woraus folgt 

Schreibt man dagegen 



TF= / / / ^dzdxdy. 



xy 

so bleibt anfangs z konstant und der Punkt P ist in der Quer- 
schnittfläche herumzuführen, die in der Höhe ON'^MF=-z parallel 
zur o;^- Ebene liegt; dieser Querschnitt bildet eine aas den Halb- 

*^^®^ az Iz 

c c 

konstruierte Ellipse, und daher ist hier 

=-.-«. ^-'1/(7)"-©" ♦.-»■ ^-r 

unoL endlich alle Querschnitte des Körpers zu durchlaufen, muss e von 

Zq^O bis Z = c 
ausgedehnt werden. Das Resultat ist in beiden Fällen 

jedoch verursacht die zweite Anordnung der Integrationen etwas 
geringeren Rechnungsaufwand als die erste. 

Der soeben erwähnte Vorteil tritt besonders hervor, wenn man 
das allgemeinere Integral 

W-^fffxy f(z) dx dy dz 

betrachtet, wo f{z) eine beliebige Funktion von ^, und der In- 
tegrationsbereich för flj, y, )? derselbe wie vorhin sein möge. Fängt 
man die Integrationen mit ^e; an, so bleibt schon die erste Integration 
unausführbar, dagegen erhält man bei der anderen Anordnung y^x^z 







21» 
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3. Das dreifache Integral 

W^fffF(x, y, z) dx dy dz 

Iftsst sich ansehen als zusammengesetzt aus einem auf z bezüglichen 
einfachen Integrale und aus einem nachfolgenden Doppelintegrale in 
Beziehung auf x und y. Letzteres gestattet die EinfQhrung von 
ebenen Polarkoordinaten, und es bezeichne zu diesem Zwecke p die 
Horizontalprojektion des Radiusvektor OF^ sowie oo den Winkel 
zwischen der jc -Achse und j9; es ist dann 

x^'pcoscoy y— j^mco, dxdy=^pd<odp^ 

JJJf(x^ y, z) dx dy dz '^fffF(p coscoy psmco^ z)p den dp dz. 

Die Grössen p^cOyZ bilden ein System von Cylinderkoordinaten 
mit der Polarachse z. 

Bezeichnet r den Radiusvektor OP und ^ den Neigungswinkel 
von OP gegen die Ebene xy^ so lässt sich wieder das in der vorigen 
Gleichung enthaltene Doppelintegral mit den Variabein p und z 
dadurch transformieren, dass man 

p=^TC08^^ z^rsinfff^ dpdz^rd^dr 

substituiert, dies giebt 

///F(aJ, y, z) dx dy dz 

'^JJJF(rco8ilf€OS<o^ rcostlfsinm^ rsintli)r^cosilfd(odilfdr. 

Die Grössen r, ^, m bilden ein System von Kugelkoordinaten; 
dabei ist die ;?- Achse die Polarachse, die xy -Ebene die Äquator- 
ebene, 09 die geographische Länge, ^ die geographische Breite 
des Punktes P, den man sich auf einer mit dem Radius r be- 
schriebenen Eugel denken kann. 

Die Integrationsgrenzen für die neuen Koordinaten sind besonders 
zu bestimmen, indem man auch die Begrenzung des gegebenen 
Körpers in Polarkoordinaten ausdrückt. 

Ist z. B. dem Punkte xyz der vorhin betrachtete Kegelquadrant 
als Spielraimi angewiesen, so fängt r mit an und hört mit dem- 
jenigen r auf, welches entsteht, wenn OP bis zum Durchschnitte 
mit der Begrenzungsebene ABC verlängert wird; die Grenzen 
für r sind demnach 

Tq =» und B^ccsc ^. 
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Ferner hat man als Grenzen für tl^ die Werte ^q und l^=»y7r, 
wobei sich ^q aus der Gleichung der Eegelfläche findet, indem man 
letztere in Polarkoordinaten transformiert, also 

Endlich sind 

(ÜQ = und Sl ~ yjr 
die Integrationsgrenzen für w. , 

Nicht selten wählt man die a;- Achse zur Polarachse, mithin die 
^isr- Ebene zur Äquatorialebene und bezeichnet mit 6 den Winkel 
zwischen x und r (das Komplement der Breite), sowie mit % den 
Neigungswinkel der Ebene von gegen die a;^- Ebene (die Länge); 
es ist dann analog 

JJfF{x,y,z)dxdydz 

^fjJF(rcosO^ rsinOcosx^ r sind sin x)r^ sind dx dB dr, 

wobei die Integrationsgrenzen auf ähnliche Weise wie vorhin be- 
stimmt werden. 

4. Wenn überhaupt statt der ursprünglichen Variabein x^y^z 
drei neue Variable r, 5, * eingeführt werden sollen, die mit jenen 
durch drei Gleichungen von der Form 

x^^){r,s,t), y = tlf(r,s,t), z==^%{r,s,t) 
verbunden sind, so geschieht dies mittels der allgemeinen Formel 

JJJf{xj y,z) dx dy dz =^JJjF{fpy ^y%)Ndrds dt^ 
worin N folgenden Ausdruck bezeichnet 

rr\fs'H'~~fi*Vs)'^dr\didt'~ct'ds) 
dzfdxdy^dx dy\ 

Die Integrationsgrenzen für r, s, t sind in jedem speziellen 
Falle besonders zu bestimmen. 

§35. 
Beispiele für dreifaohe Integrationen. 

1. Wird dem Punkte xyz der im vorigen Paragraphen er- 
wähnte Kegelquadrant als Spielraum angewiesen, so ergiebt sich 



326 ^P- ^^- ^® dreifachen Integrale. 

i» 



2. Unter den nämlichen Bedingungen findet man 



/// 



il^dxdydz'^ — ' 



4 m+d 

In dem speziellen Falle m = — 1 ist der Integralwert un- 
abhängig von c. 

3. Wenn die Dichtigkeit im Funkte xye durch die Formel 
/l'^Äx + By+Cz 
bestimmt ist, so beträgt die Masse des vorigen Eegelquadranten 



TU- i 7. (Äa + Bh , nCc\ 



4. Die Eegelsubstanz bestehe aus unendlich dünnen 
schalen, von denen jede für sich homogen sein möge, und es wachse 
die Dichtigkeit proportional dem Quadrate der Entfernung, also 

J^x^ + y^ + 0*; 

es ist dann die Masse des ganzen Kegels 

M^^nahc(a^ + b^ + 4.(^). 

5. Der Annahme 

-(7)'+(f)"+(7)" 

entspricht eine Zusammensetzung aus gewissen ellLpsoidischen Schich- 
ten; die Masse des vorigen Kegels beträgt dann 



6. Nimmt man 



M^^itahc, 



(7)'+a)"+(7)" 



was einer ähnlichen Zusanunensetzung entspricht, so folgt als Masse 
des Kegels 

Jaf — yrZ2 ,ahc, 

7. In einem mit dem Radius B beschriebenen Kugeloktanten 
ändere sich die Dichtigkeit nach dem Gesetze 
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man sucht die Masse des Körpers. 

Hier können ebensowohl rechtwinklige als polare Koordinaten 
benutzt werden; im letzteren Falle ist es bequem, sm*Q>«=w und 
sin^'^^t zu substituieren; man erhält 

j^ ^ ßy + ycc + aß 

8. Unter der Voraussetzimg, dass der Punkt xyz den zwischen 
den positiven Teilen der Koordinatenachsen enthaltenen Oktanten 
eine« aus den Halbachsen a^ h^ c konstruierten EUipsoids nicht 
überschreitet, soll der Wert von 



jJJ y^+yM^* 



entwickelt werden. 

Substituiert man » = a§, y^brjy z^cl^ so kommt diese Auf- 
gabe auf die vorige zurück, und es ergiebt sich 

15~'(& + c)(c+a)(« + &)* 
9. Wenn a;, ^, ^ an die vorige Bedingung geknüpft werden, ist 
*xyzdxdydz 



fff 



|.M,(±)+«.«.,(^) + ..w(|)). 



8(6>-c«)(c>-a«)(a»-6») 

10. unter denselben Bedingungen ist 

JJJ i/(a;*+ y»+ e«)» ~ • ■ (?> + o) (c + a)(a-\- h) 

11. Unter den vorigen Bedingungen ist 

xyz dxdydz 



fff 






4(ö>-c»)(c»-a»)(a»-6») 
12. Unter denselben Voraussetzungen ist 

CCC *y*<^*%<*'' _i abc{a-Vh-\-c) 

JJJ yp+?+^"'(H^^F+^(«+^ 
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13. Um den festen Punkt herum befindet sich eine Substanz, 
in der die Dichtigkeit an der Stelle P umgekehrt proportional 
der Entfernung OP ist; man sucht die Masse einer mit dem Badius a 
beschriebenen, aus jener Substanz gebildeten Kugel, deren Ober- 
fläche durch den Funkt geht. 

Bezeichnet A; die in der Entfernung 1 yorhandene Dichtigkeit, 
wird femer zum Anfange eines rechtwinkligen Koordinatensystems, 
und die Gerade von nach dem Kugelmittelpimkte zur £;- Achse 
genommen, so ist 

wobei sich die Integrationen auf alle der Bedingung 

genügenden x^y^z beziehen. Durch Einfuhrung von Polarkoordinaten 
mittels der Formeln 

ergiebt sich 

M^kl I jr€08i\fdiodi\fdr^\7ta^h. 



Die im Kugelmittelpunkte vorhandene Dichtigkeit — ist hiemach 
die mittlere Dichtigkeit der Kugel. 

14. Lässt man in der vorigen Aufgabe an die Stelle des Dich- 
tigkeitsgesetzes - 
Masse der Kugel 

die mittlere Dichtigkeit ist jetzt diejenige, welche in der Entfernung 
j/y-a vorkommt. 

15. Das Gesetz, nach welchem sich die Dichtigkeit einer Sub- 
stanz ändert, sei wie vorhin -g> wobei zur Vereinfachung der kon- 
stante Faktor Ä; = 1 gesetzt ist; man hat femer aus den Halbachsen 
a, 6, c ein dreifaches Ellipsoid konstruiert, dessen Mittelpunkt auf 
der j8i- Achse in der Höhe c liegt, dessen Gleichung also lautet 



h k 

— das neue Gesetz — ö treten, so erhält man als 

r r^ 
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©v{f)'+(-)"-^ 



gesucht wird nun die im Ellipsoide enthaltene Masse. 

Führt man die Polarkoordinaten r, i(;, w ein, integriert in der 
Reihenfolge r, o, -^ und setzt sin^ifß •= f, so erhält man 

dt 
jaf = 2nahc 



■/. 



Hierbei sind die Fälle zu unterscheiden, ob a^ — c^ und b^ — c* 
gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

Im ersten Falle (d. h. wenn c entweder die kleinste oder die 
grösste Halbachse ist) ergiebt sich 

4:nabc ifVi^ + c)Q) + c) + y(a — c)(6 — c) 



y(i2_ c«)(2,2_ c^) \y(a+c)(h + c) ->/(a - c)(b - c) 
oder unter Benutzung eines Hilfswinkels ö 
4:7tabc 



M^ 



I * Y {a + c){b + c) 



Ln zweiten Falle (d. h. wenn c die mittlere Halbachse ist) wird 

%nabc ^ -| /(a — c)(c — b) 

M = , arcto^ 1/ 7 — ; — f) — -^' 

)/(a«~c«)(c«-&^) r (a + c)(c+&) 

16. Zwei ähnliche konzentrische Ellipsoide, von denen das 
grössere die Halbachsen a, 6, c, das kleinere die Halbachsen £a, 
£&, £0 besitzen möge, umschliessen eine ellipsoidische Schale; inner- 
halb derselben sei die Dichtigkeit bestimmt durch die Gleichung 

1 



der eine Übereinanderlagerung von konzentrischen unendlich dünnen 
homogenen Eugelschalen entspricht. Man sucht die Masse der 
ellipsoidischen Schale. 

Durch unmittelbare Einführung von Polarkoordinaten ergiebt sich 



\nU 




17. Wird in der vorigen ellipsoidischen Schale die Dichtigkeit 
durch die Gleichung 
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bestimmt, so ist die Masse 

18. Gesucht wird die Masse eines aus den Halbachsen a, h, c 
konstruierten Ellipsoids, innerhalb dessen die Dichtigkeit jedes Massen- 
elements umgekehrt proportional seiner Entfernung vom Mittelpunkte 
des Körpers ist. 

Durch unmittelbare Einführung von Polarkoordinaten mittels 
der Formeln 

erhält man, wenn in der Eeihenfolge r, w, t/; integriert und sm^ ==t 
gesetzt wird, 








Nimmt man dagegen die a;- Achse zur Polarachse und setzt dem- 
entsprechend 

fl; = rcos6, y =^r sind 008%^ ^ rsindsinx, 

so findet man für cosd = u 
1 

Jf = 27thc 




(.-^^■..)(.-^M 





Die Identität beider Ausdrücke ist mittels der Substitutionen 

a 



^= > u = 



leicht zu konstatieren; dieselben führen zu der symmetrischen Formel 






dw 



^ y{a^+w){h^+w){c'+w) 



Im Falle a>&>c lässt sich M durch die Substitution 
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auf ein ellLptisclies Integral erster Art zurückführen. Wenn das 
Ellipsoid ein Rotationsellipsoid ist, kann die noch übrige Integration 
in geschlossener Form vollzogen werden. 

19. Man sucht die Masse eines aus den Halbachsen a^, &^, q 
konstruierten Ellipsoids, innerhalb dessen die Dichtigkeit jedes 
Massenelementes umgekehrt proportional ist dem Quadrate seiner 
Entfernung vom Mittelpunkte des Körpers. 

Bei direkter Einführung von Polarkoordinaten bleibt nach der 
auf r bezüglichen Integration ein unbequemes irrationales Doppel- 
integral übrig; man vermeidet letzteres dadurch, dass man erst 
a; = «il, ^ «= \ri^ ;8? = c^f, nachher 

S = ^co5 0, 71^ Q sind cos x^ ^^ qsinQsini 
setzt und in der Reihenfolge ^, ;(, integriert; für CO5 == w ergiebt 
sich dann 



M^ 



X 



Qiebt man den Halbachsen die Werte 

he ca ah 

^ 2a ^ 2h ^ 2c 
so wird die Masse des Ellipsoids gleich der Masse des in Nr. 18 
betrachteten Ellipsoids. 

20. Ein Körper sei von der Pusspunktfläche eines aus den 
Halbachsen a^h^ c konstruierten Ellipsoids begrenzt, und innerhalb 
desselben sei die Dichtigkeit jedes Massenelementes umgekehrt 
proportional seiner Entfernung vom Mittelpunkte des Körpers; die 
Masse ist dann 

M^\%{a^+h^+c^). 

21. Wenn in dem vorigen Körper die Dichtigkeit jedes Elemen- 
tes direkt proportional seinem Abstände vom Mittelpunkte genommen 
wird, so ist die Masse 

Jtf « ^7c{3(a^+ &*+ c*) -f- 2(&*c«-f cW+ a^h^)], 

22. In dem vorigen Körper sei die Dichtigkeit jedes Elementes 
umgekehrt proportional dem Quadrate seines Abstands vom Ko- 
ordinatenanfang; es ergiebt sich dann für 

X'^rcosQ^ y ^rsinOcosx^ ß => r sind sin % 
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und wenn nach Ausführung der auf r heztiglichen Integration co$d = t 
gesetzt wird, 

T* 1 


Das Integral erhält eine rationale Form durch die Substitution 
at 



w; 



nachher lässt sich die auf % bezügliche Integration ausfähren, so 
dass übrig bleibt 






du 



X«:I > 11 = - 

a a 

ac 
Bezeichnet 8 die Oberfläche eines aus den Halbachsen a, -r- 

und c konstruierten Ellipsoids, so ist hiemach 

ac 

23. Um einen Punkt C herum ist eine Substanz so geschichtet, 
dass die Dichtigkeit eines im Punkte P befindlichen Massenelementes 

«= TTB ^^^5 ^^ dieser Substanz ist eine Kugelschale geschnitten, 

deren Mittelpunkt nicht mit C zusammenfällt; man sucht die 

Masse derselben. 

Bezeichnet a den kleinem, }> den grossem Radius der Eugel- 

schale, c die Entfernung OC^ und wird letztere zur Polarachse 

genommen, so ist 

^n 7t b 

r r r r^sinedxdddr 
a V^^" 2crcosd + r^ 
oder, wenn in der Reihenfolge x^ d^ r integriert wird, 

b 

M=—j{yc^+ 2cr + r^-yc^-' 2cr + r^)rdr, 
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Um die Vorzeichen der Wurzeln zu bestimmen, müssen die 
drei Fälle unterschieden werden, ob c innerhalb des von der Kugel- 
schale umschlossenen Hohlraums liegt {cK,aK,^,^ oder im aus- 
geschlossenen äussern Baume (c>6>'a), oder in der Masse der 
Kugelschale selbst {a<c< h). Unter der ersten Voraussetzimg sind 
alle r grösser als c; und die Entfernung OP=")/c^— 2crcosd + r^ 
geht för = 7tinr-4-c, dagegen far6 = inr = c über; dies giebt 
M^ 27r(fe*-a*), c<a<h. 

Im zweiten Falle sind alle r < c^ und die Grenzwerte von CP 
werden c + r und c — r^ daher ist 

J!f = ■— 1 c>h> a, 

3 c 

Die Masse der Kugelschale beträgt hier ebensoviel, als wenn 
dieselbe homogen wäre und die im Mittelpimkte vorhandene 
Dichtigkeit hätte. 

Im letzten FaUe sind die verschiedenen r teils grösser, teils 
kleiner als c; sie lassen sich dadurch trennen, dass man das von 
a bis h gehende Integral in zwei von a bis c und von c bis h 
gehende Integrale zerlegt; man erhält dann 

ö c 

24. Die vorige Aufgabe werde dahin verallgemeinert, dass man 
die im Punkte P stattfindende Dichtigkeit gleich einer beliebigen 
Funktion von CP setzt; für CP = u findet man 

b r-fc 



1£== — I rdrj uf{u)du, 

a r — c 

h iu+r 

M^— I rdr 1 uf{u) dUy 

Jlf = — I I rdr I uf(u)du + 1 rdr I uf(u)du 



e— r 
c c4-'* * '•+C 



c<a<hj 
c > 5 > a» 



Die noch übrigen Doppelintegrale lassen sich ganz allgemein 
auf einfache Integrale zurückführen, wenn man erst 
fuf(u)du-^F{u) 



c—b 
b 

-ß 
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setzt, nacliher die partielle Integration benutzt und schHesslicli 
F' (u) <= uf(u) restituiert; dies giebt 

b-\-c a-f-c 

M = -lh^ I uf(u) du— a^ I uf(u) du 

b — c a — c 

b 

— / [(^ + <^)f{r + c) — (r — c)f(r — c)]r2 6?r|j c<a<h 

a 

c-\-b c+a 

M = -lh^ I uf(u) du — a^ I uf(u) du 

b c — a 

b 

[(S + '^)fip + + (^ •- *')/*(^ - Ol^^^^p c>l>a, 

a 

b+c c 

M = -lh^ I uf{u)du - 1 [{c + r)f(c + r)+ (c - r)f(c - r)ydr 

b—c a 

-a^ I uf{u)dU'- 1 l(r+c)f(r+c)-{r-c)f{r-c)]r^dr\^ 

c — a e 

25. Unter dem Potential eines gegebenen Körpers in Be- 
ziehung auf einen bestimmten Funkt versteht man denjenigen Aus- 
druck, der entsteht, wenn jedes Massenelement durch seinen 
Abstand von jenem Punkte dividiert und die Summe aller derartigen 
Quotienten gebildet wird. Bezeichnen x^ y^ z die rechtwinkligen 
Koordinaten eines im Innern des Körpers liegenden Punktes, /"(a?, y, z) 
die an derselben Stelle vorhandene Dichtigkeit, endlich er, /3, y die 
gleichfalls rechtwinkligen Koordinaten des gegebenen Punktes, so ist 
p_ C e r f{p,y,z)dxdydz 

das Potential eines Körpers in Beziehung auf den Punkt ajSy, vor- 
ausgesetzt, dass der Punkt xyz die Grenzflächen des Körpers nicht 
überschreitet. Die in der Aufgabe 23 angegebenen Werte für M 
sind hiemach die Werte des Potentials einer homogenen, die 
Dichtigkeit 1 besitzenden Kugelschale in Beziehimg auf einen um 
c von ihrem Mittelpunkte entfernten Punkt C 
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Fig. 66. 



Um dieselbe Aufgabe allgemeiner zu bebandeln, sind die in 
obiger Formel angedeuteten Integrationen auf alle positiven und 
negativen, der Bedingung 

genügenden x^ y^ z auszudehnen; diese Operation wird durch Polar- 
koordinaten wesentlich erleichtert. 

Nimmt man die OJ- Achse zur Polarachse (Fig. 66), OP^r, 
Z-P0X==<3P und bezeichnet mit tif den Winkel BOY^ den die 
Ebene der Winkels (p mit 
der xy -'Ebene bildet, so ist Z 

einerseits 

x==rcosq}^ 

y = rsifKpcos i^, 

z = r sin g) sin ^f'^ 
dem analog sei c der Radius- 
vektor des Punktes aßy oder 
C^LCOX^k, LEOY^fi, 
mithin 

a «= CCOSX^ 

ß =^ c sink COS (i^ 

y ^ csinlsinfi^ 
für den Winkel COP, welcher t heissen möge,- ergiebt sich dann 

cos t ^ cos X cos q) '\' sinksmq) cos (^ — ^), 
und für das Potential 

b n in 

P^ I I I , ^(^>^> -f) rhinepdrdtpdV', 

J J J yc^— 2crcosT + r^ 








hier sind noch die Werte von x^y^z^x einzusetzen, was der Kürze 
wegen unterlassen wurde. 

Von den zusammengehörigen Koordinatensystemen x^ y^ z und 
*■» 9^> ^ göhe man nun zu zwei neuen Systemen a?i, y^, z<^ und 
r, T, © über, worin die feste Gerade OC ^ c die Polarachse und 
die Ebene EOX des Winkels k die Ebene x^y^ ist. Nennt man 
A^D, Q die Punkte, in welchen die ursprüngliche ä- Achse und die 
Vektoren c, r die eine Begrenzungsfläche der Kugelschale schneiden, 
so entsteht ein sphärisches Dreieck, worin Z.2)J.§ = t^ — fi, die 
Seite AD >» k und die Seite ÄQ '^ q) ist; dem Winkel q> im 
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früheren Polarsysteme entspricht. im neuen Systeme die Seite DQ = t 
und dem Winkel ^ der Winkel EDQ -= w — 180^— LABQ. Es 
gelten nun die sphärisch -trigonometrischen Formeln 

. C08q> =» cosXcosT — smXsinrcosfOj 
sin q) cos (tl) — (i) =^ sm k cos T + cos X sm r cos od, 
sin(psin(ilf ~ ft) = smrsmoi] 
entwickelt man aus den letzten die Werte von sing>cosif und 
smq>smil; und multipliziert nachher mit dem Radiusvektor r, der 
beiden Polarsystemen gemeinschaftlich angehört, so erhält man 
a? = r (cos Icosr — sinlsinTCOS(a)j 

y '= r [sin XcosfiCOSx + (cos XcosfACOSm — sififAsinai) sinx], 
z «= r[sinXsiniicosr + (cos X sin fi cos m + cos [i sin m^ sin t]^ 
oder, wenn X und (a durch a, |3, y^ c ausgedrückt werden. 



— (acosx — "//5^+ y^.sinxcosa))y 
c 

aß 



H^ 



cosx + 



Vß'+i 



smxcosa — 



* =" — [vcost -i — , srnrcosm + 



ß 



sinxsin 



stnxstna 



)• 



Das neue Volumenelement ist r^sinxdrdxdcDj die Integratioiis- 
grenzen bleiben für r, r, co die nämlichen wie für r, y, ^ und so ist 
b n 9n 



J J J yc^— 2crcosx + r^ 



worin noch die vorigen 
Werte von a?, y, z einzusetzen 
sind. Hiemach findet man 
leicht die folgenden Werte 
des Potentials. 

a) Wenn die Substanz 
aus unendlich dünnen paral- 
lelen ebenen Schichten be- 
steht und die Dichtigkeit 
J^Ax + By + Ge 
ist, so gelten die drei For- 
meln 
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P=±n(b'-a^(Äci + Bß + Cy), c<a<b, 

P^^Uii - Sc' - 2 y\ {Ätt + Bß+Cy), a<c< h. 

b) Wenn die Substanz aus unendlich dünnen konzentrischen 
Kugelschichten besteht und 

ist, so ergeben sich durch Einführung der abkürzenden Zeichen 

die folgenden Werte des Potentials 
P=i„(&«_a«)[66-4Ä+3(o«+6*)], c<a<b, 

151 c c^ } 

P=. ^{l0(36^-- c«- 2 ^) 6-4 (öfe^- 3c«~ 2 ^') H 

+ 3 (5fe*-c*-4— jL a<c<b. 
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Kapitel Vm. 



Mittelwerte und Nähernngsformeln für gegebene 
Funktionen. 

§ 36. 
BinfiBK^hste Fälle der Bestimmung von Mittelwerten. 

1. Wenn x das Intervall Xq bis X durchläuffc und die Differenz 
X — oJq in n gleiche Teile zerlegt wird, wobei 

X — Xq^ . 1 Jx 
— « Jx oder — 



/* n X — Xq 

sein möge, so ist der Ausdruck 

das arithmetisclie Mittel der Werte, die f(x) innerhalb jenes Inter- 
yalles erhält, vorausgesetzt, dass x jedesmal um das endhehe In- 
krement Jx zunimmt, um hieraus das arithmetische Mittel aller 
zwischen Xq und X möglichen Eunktions werte herzuleiten, muss 
man n unendlich wachsen, mithin Jx unendlich abnehmen lassen, 
und den Grenzwert aufsuchen, gegen den der vorige Mittel- 
wert konvergiert. Nun ist zufolge des Wertes von — das vorige 
arithmetische^ Mittel 
UfCx) Ax 

JL Xq 

mithin der gesuchte Mittelwert 

X 

ff(x)dx ^ 

fi^^ — oder {X--XQ)(i^ff(x)dx. 

Denkt man sich y = f{x) als Gleichung einer Kurve in recht- 
winkligen Koordinaten, so liegt hierin der Satz: das arithmetische 
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Mittel aller auf einer gegebenen Strecke errichteten Ordinaten ist 
die Höhe desjenigen Eechtecks, welches jene Strecke zur Basis und 
dieselbe Fläche hat wie das über dieser Strecke stehende Kurvenstück. 

Hiemach kommt die Bestimmung des Mittelwertes jeder Funk- 
tion einer Yariabeln auf eine Quadratur zurück. So ist z. B. in 
der Parabel y — ax^ der Mittelwert aller von a? « bis oj = X vor- 
handenen Ordüiaten gleich dem Drittel der letzten Ordinate. 

2. Wenn es sich um den Mittelwert einer Funktion zweier 
Variabein handelt, so muss den letzteren ein gewisser Spielraum 
angewiesen sein, den man sich geometrisch als eine in der Ebene xy 
konstruierte, irgendwie begrenzte Fläche denken kann. Die Fläche TT 
derselben teile man in n Rechtecke, von denen eines Jx/ly sein 
möge, und errichte in jedem Endpunkte aller dieser Eechtecke 
Senkrechte, von denen z = f{x^ y) diejenige sein möge, welche im 
Punkte xy errichtet ist; wegen nJx Jy = ü hat man 

n U 

das ist 

wobei die Integrationsgrenzen for x und y durch die Begrenzung 
des für x und y gegebenen Spielraums bestimmt werden. Denkt 
man sich "^ f(x^y) als Gleichung einer Fläche, so ist das arith- 
metische Mittel aller über einer gegebenen Basis stehenden z gleich 
der Höhe des Cylinders, der dieselbe Basis und dasselbe Volumen 
hat wie der von der Fläche begrenzte Cylinder. 
Nimmt man z. B. 

0^c[X^+ßy^ 

und als Spielraum für x und y das rechtwinklige Dreieck, welches 
die Gerade 

a 
mit den positiven Teilen der Koordinatenachsen begrenzt, so ist 

7= / I {ax^+ßy^dxdy^^^ah(cca^+ßh% 


^ --!-(««»+ /36«). 

22* 
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3. Es sei drittens der Mittelwert einer Funktion dreier 
Variabein f{x^ 2/? ^) zu bestinmien. Hier muss zunächst für x, y, r 
ein Spielraum gegeben sein, den man sieb geometrisch als einen 
begrenzten Körperraum denken kann, dessen Volumen Y heissein 
möge; durch eine der vorigen ganz analoge Betrachtang findet sich 

y f* ^ffffi^^ y^fi)äx dy dz^ 

wobei die Integrationsgrenzen fOr x, y^ e durch die Begrenzung 
des für x, y, z gegebenen Spielraums bestimmt werden. Denkt 
man sich f(x^ y^ z) als die ün Punkte xyz vorhandene Dichtigkeit, 
so ist der Mittelwert fi nichts anderes als die mittlere Dichtigkeit 
des gegebenen Körpers. 

Als Beispiel diene der Fall 

f(x,y,z)^ax^'j- ßy^+yz^, 

wobei als Spielraum fOr x^ y^ z das Tetraeder genommen werden 
möge, welches die Ebene 

a c 
mit den positiven Teilen der Koordinatenebenen bildet; hier ist 

■^ahcfi^ I I I (ccx^+ ßy^+ yz^)dxdydz, 



das heisst 

§ 37. 

Die mittleren Badien von Kurven, Flächen und 

Eörperräonxen. 

I. Ein bestimmter Bogen AB einer gegebenen Kurve sei in 
n gleiche Teile geteilt und jeder Teilpunkt mit einem festen 
Punkte C geradlinig verbunden worden; bildet man aus den so 
entstandenen n Strahlen r^, r^, ...r»— i das arithmetische Mittel 
und lässt nachher n ins Unendliche wachsen, so giebt der Ausdruck 

T' ^^ 

p = lAfn — 

n 
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die mittlere Entfernung des Kurvenbogens AB von dem festen 
Punkte C oder den mittleren Radiusvektor von AB, falls C als Pol 
eines Polarkoordinatensystems betrachtet wird. Ist P irgend ein 
Punkt des Bogens AB, CP^ r, femer K ein fester Punkt der 
Kurve, arcKP^s und dem analog arcZ"-! «« 5^, arcKB^S, 
endlich Js der w*® Teil des Bogens AB, so findet man 

8 

oder, wenn eine feste Gerade CX als oj-Achse eines rechtwinkligen, 
sowie als Achse eines Polarkoordinatensystems genonmien wird, 

X 



(S 






Beispiele. 1. Die Linie AB sei eine Gerade, und es werde 
die von C auf AB oder deren Verlängerung gefällte Senkrechte 
CD ^h zur Polarachse genommen; durch Einföhrung von CA « a, 
CB — fe, AB « c, DA « a', DjB = &' ergiebt sich dann 

2c l \a+ «/^ 

Im speziellen Falle Ä «= wird a' ^ a, b' ^ h, c ^^^ b — a 
und ^ = -|(a + fe), wie zu erwarten war. 

2. Die Kurve -4JB sei ein mit dem Radius a um den Mittel- 
punkt beschriebener Kreis und OC ^ c. Hier ist es vorteilhaft, 
den Centriwinkel o in Rechnung zu bringen, also 

r ^Ya^+c^— 2accosco, ds^adto 
zu setzen; für od == tt — 2g> ergiebt sich dann 

P 

wo P den Umfang einer aus den Halbachsen a -{- c und a — c kon- 
struierten Ellipse bedeutet. Dasselbe Resultat gilt auch für a »« o, 
sowie für a > c, wenn die kleine Halbachse der Ellipse « c — a 
genommen wird. 

3. Sucht man die mittlere Entfernung einer Ellipse von 
einem ihrer Brennpunkte, so ist es zweckmässig, 

X ^ acosm, y^bsinm, Ya^ —b^^c^ 
mithin 
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r==a — ccosmj ds « Ya^sin^a + b^cos^ca . da 
EU substituieren; dies giebt, wenn S den umfang der gegebenen 

Ellipse bezeichnet, 

in 

8q »o^ a I yd^sin^a + h^cos^m , dm^ d. h. ^ — a. 



4. Für die mittlere Entfernung der Ellipse von ihrem Mittel- 
punkte gilt nach der yorigen Bezeichnung 
in 

Sq '^ I y{a^cos*(o + b^sin^m) {d^sin^o) + b^cos^cai) . d(x> 



in 

« / y{a^— b^ysin^cocos^o) + a^b^. dm. 



Durch Einfahrung von 2co -« g) ergiebt sich hieraus 

aP 

'-'s' 

wobei P den Umfang einer aus den Halbachsen 

und b 



K«+7) 



konstruierten Ellipse bezeichnet. 

n. In der Ebene xy sei eine geschlossene Figur gezeichnet, 
deren Flächeninhalt U heissen möge; diese ist durch äquidistante 
Parallelen zu den Koordinatenachsen in n Felder geteilt, deren jedes 
den Inhalt Ax Ay besitzt, wobei nAxAy^TJ sein muss. Zieht 
man von jeder Ecke eines solchen Feldes eine Gerade nach einem 
festen Punkte (7, den man zum Eoordinatenanfang nimmt, so erhält 
man für w = cx) die mittlere Entfernung q^ der Fläche JJ vom 
Punkte c; es ist 

^^1 "-./TWTp. dx dy, 

wobei die Fläche TJ den Integrationsbereich für die Variabeb t 
und y bildet. In Polarkoordinaten hat man 

UQi^ffr^dddr, 

oder einfacher 
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Beispiele. 1. Für eine Dreieckfläclie ABC erhält man bei 
derselben Bezeichnung wie im Beispiel 1 in I 

Qi - tQ- 
2. Für eine Kreisfläche ist bei derselben Bezeichnung wie 
in I Nr. 2 

-r. /-5 ö — t: " ^ . n asino» 

^ 7 7 acoscD — c 

TnililiiTi 

in 
S7taQi^f(a — ccoso})ya^+ c^—2accos(o,dmy 

und für co = n — 2<p 

ZjtaQi «= 4:f[(a + c) cos^q) + (a — c) sin^<p]p dq), 



p « y(a + cfcos^q) + (a — cfsin^q>. 

Durch Differentiation überzeugt man sich leicht von der Richtig- 
keit folgender Integralformel 

J{acos^q> + ß sin^q)) Ya^cos^q) + ß^sm^q) . d q) 

= ■j\(cc — ß)cosq)sinq)ya^cos^q) + ß^sin^q) 

. 2(cc^+ ß^ + Saß Ty-^ — « . ^8 . 8 , 

+ ^ /J I y «^5 9 + ß^stn^q) . dq> 



^ + ßJ Yu^cos^q) + ß^sin^q)) ' 



^ese lässt sich so anwenden, dass man im Falle c<^a 

dagegen im Falle c> a 

a=c + a, /3 = c — a 
nimmt. Setzt man noch zur Abkürzung 

4 / "|/(a 4- cfcos^<p + (« — cfsin^q) .d<p = P, 
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J y{a + cfcos^q) + (a — cfsin^tp 
so erhält man 

^' 18^;^^ ' '^"' 

(7c»+«^P-(c'-ay<g 

^» 18^c ' ''^''- 

Für c =* giebt die erste Formel q^ = ^^'^ for c « a geben 

32 
beide Formeln q^ »= -— a. 

3. Die mittlere Entfernung der Ellipsenfläcbe von einem 
ihrer Brennpunkte ist ^ 

4. Die mittlere Entfernung der Ellipsen fläche von ihrem 

Centrum erhält man mittels einer schon früher benutzten Be- 

duktionsformel; sie ist 

o 

WO 8 den umfang der gegebenen Ellipse bedeutet. 

ni. Auf einer Fläche sei durch eine geschlossene Figur ein 
Stück begrenzt, dessen Inhalt 52 heissen möge, und jenes Flächen- 
stück sei durch Ebenen, die teils der X0'j teils der ^isr-Ebene 
parallel sind, in n gleiche Felder zerlegt, von denen jedes den 
Inhalt a haben soU; man sucht die mittlere Entfernung des Flächen- 
stücks Ä von einem Punkte C, der auf der ;?- Achse in der Ent- 
fernung OC ^ c liegt. Bei unendlich wachsenden n ist 



daher 



i-^-hV^^W^'-^'^' 



wobei die Horizontalprojektion von Sl den Integrationsbereich für 
X und y bestimmt. 

In Polarkoordinaten ist, wenn die ä- Achse zur Polarachse ge- 
nommen wird. 
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//y<"- -- >fw 

BeispieL Für eine mit dem Eadius a beschriebene Kugel- 
fläche hat man wegen r ==^ a 

9n T* 



(c*--2crswt|; + r*)| r*+(— j Us^^ + ^—j l-rdwcit^. 



47C^2 =■ / / Vc^— 2casinri^ + a^- cos tf; dm d'^j 

« -i» 

und hieraus 

c^ 
(^2 = öt + y — ? wenn c < a, 

I 1 ^^ \ 

(>2 = c + y — > wenn c>a, 

c 

Im Falle c = a geben beide Formeln (^2 "== "t"^- 
IV. Es sei ein allseitig begrenzter Körper vom Inhalt V ge- 
geben; man sucht die mittlere Entfernung desselben von einem 
Piuikte C, der auf der ;5- Achse in der Höhe 0(7= c liegt. 
Nach den mehrfach benutzten Prinzipien findet man 

Vq^ '-jjjy^+ 2/'+ (^ - cy- äx dy dz, 

wobei sich die Integrationen auf alle x, y, z beziehen, fiir die 
der Punkt xyz die Grenzen des gegebenen Körpers nicht über- 
schreitet. In Polarkoordinaten ist, wenn die ;8?- Achse zur Polarachse 
genommen wird, 

yi?3=/ / / )/c^ — 2 er 5m 1^ -f r^- r^cos -^ d(o d'^f dr. 

Beispiele. 1. Der Körper sei eine mit dem Badius a be- 
schriebene Kugel; es ist dann 

^Tca^Q^^ I I I Yc^— 2crsin'il; + r^-r^cosfpdcodtlJdr. 
Integriert man in der Eeihenfolge o, 1/;, r, so erhält man 






+ 2cr + r»)»-l/(c»- 2cr-f r«)» , 

' ^ ' ^ —rdr. 

2 
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Im Falle c < a muss das Integral in zwei, von bis c und 
von c bis a gehende Integrale zerlegt werden; im Falle c > a ist 
dies nicht nötig. Man erhält 

^-fa + i--^^' wennc<a, 
()8 =» c + y— » wenn c7> a. 

för c — a liefern beide Formeln ^s "^ "f" ^• 

2. Der gegebene Körper sei ein dreiachsiges Ellipsoid und 
es werde der mittlere Abstand seines Volumens vom Mittelpunkte 
des Körpers gesucht. 

In rechtwinkligen Koordiaaten ist 



^-fffy' 



wobei sich die Integrationen auf alle positiven und negativen, der 
Bedingung 

C-)*+(f)'+(7)'^^ 

genügenden x, y, z erstrecken. Nimmt man die ä- Achse zur 
Polarachse und setzt 

X'^rcosQj y ^ rsindcosx, z ^=^ r sin d sin %, 

1 



B'^ 



(cos öy (sin cos %Y , (sin sin x\^ 



so erhält man zunächst 

7t iit R 

Vq^ ^Jfjr^sin dO dx dr, 



femer, wenn nach Ausfahrung der auf r und x bezüglichen Inte- 
grationen 

cosü^u^ = /3, ~ = y, a>h>c 

a a 

gesetzt wird 
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Hierin liegt folgender Satz: Bezeichnet Sl die Oberfläche eines aus 

ac 
den Halbachsen a, — > c konstruierten EUipsoids, so ist 

^ ix«.^ ^ 3 &Ä 
Fp«=«xO'Si oder Qa^ —z • 

Für & » c wird das erste EUipsoid ein gestrecktes, das zweite 
ein abgeplattetes Sphäroid; fiir & » a ist das erste ein abgeplattetes, 
da.s zweite ein gestrecktes. In beiden Fällen lässt sich die noch 
übrige Integration leicht ausfahren. 



§38. 

Die näherongswelBe Darstellung von Funktionen 
einer Variabein. 

Man kann verlangen, dass die gegebene Funktion f(x) durch 
die gegebenen Funktionen g>Q{x), g?i(ic), . . . gf>„_i(a?) und die un- 
bekannten numerischen Koefßzienten Cq, c^, . . . c»— i so ausgedrückt 
werden soll, dass innerhalb des Intervalls von rc « rcQ bis o? = X die 
Gleichung 

f(x) = Cq(Pq{x) + c^q>i{x) H h c„-ig>n-i(ic), 

wenn auch nicht vollkommen genau, aber doch mit möglichster 
Genauigkeit stattfinde. Geometrisch heisst dies, man soll an 
Stelle einer gegebenen Kurve eine andere Kurve setzen, die der 
ersten innerhalb einer gegebenen Strecke möglichst nahe liegt, 
wobei die c in der Gleichung der zweiten Kurve vorkommende 
Parameter, über die verfügt werden kann, bedeuten. 

Da die Ausdrücke „möglichste Genauigkeit '', „möglichst nahe 
liegen" keine bestimmten mathematischen Begriffe sind, so muss 
man sie erst durch eine Bedingung fesüegen; als solche mag die 
Bestimmung dienen, dass die Summe der Fehlerquadrate ein 
MinJTnuTh werden soll (Methode der kleinsten Quadrate). Dann 
muss auch das arithmetische Mittel der Fehlerquadrate, also nach 
§ 36 Nr. 1 

X 

M^YZr^ I l^(^) "" ^oVo(^) — CiVli^) Cn^i(Pn^l{x)ydx 

ein MiTiiTmiTTi werden. 



348 Sf^P- Vlll. Mittelwerte u. Käherungsfonneln f. gegebene Fnnktionen. 

Daraus ergeben sich, wenn 

z X 

f<fh(x)m(x)dx - Pa,*, ff(x)g>jt(x) dx — Q^ 

gesetzt werden, die n Bestimmimgsgleichungen für die c: 
^oA*+^A* + -"+Cn-.iPn-i,*=et, Ä«0, 1, 2,...n-l. 
Soll insbesondere /*(a?) in dem Intervalle von bis a durch 
eine endliche Potenzreihe ausgedrückt werden, also 

f(x) ^Cq+CiX + <^x^+ h Cn-ia?»-^ 

sein, so heissen die n Bestimmungsgleichnngen für die c: 

a 


Ä« 0, 1, 2, .. . w — 1. 

Setzt man die für die c gefiindenen Werte in Jtf" ein, so ist 
w^yS der mittlere Fehler. 

Beispiele. 1. Wenn innerhalb der Grenzen o; = bis a; = 1 
die Gleichung 

}/x^ Cq+ c^x 

bestehen, d. h. ein Parabelbogen durch eine Gerade ersetzt werden 
soll, so gehen die vorigen Gleichungen über in 

und hieraus folgt 

V^-rs + T^- 

Der mittlere Fehler ist y^ ^ 0,06708. 

2. Nach der Methode der kleinsten Quadrate ergiebt sich 

yi+x^ « 0,93432 + 0,42695 .x, 1 > a; > 0. 
Der mittlere Fehler beträgt 0,02569. 

V 

man x ^ — und multipliziert mit w, so entsteht noch 



Yu^+v^ « 0,93432 . u + 0,42695 .v, u>v>0. 

3. Dasselbe Verfahren liefert 

X = 0,83155 .ma? + 0,69380.(1 --cosx), 0<x K^n. 

Es möge hier angemerkt werden, dass solche Näherungs- 
gleichungen ähnlich wie in Tl. I, § 42 zur näherungs weisen Auf- 
lösung transcendenter Gleichungen verwendbar sind. Soll z. B. w 
aus der Gleichung 
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OD — s sin CD «= r 
bestimmt werden, worin s und x gegebene Grössen bedeuten, so 
kann man, falls o voraussichtlich zwischen und -|-ä liegen muss, 
die gegebene Gleichung durch folgende ersetzen 

Cq sin CD + Ci(l — C05 od) — ß m CD — T, 

in welcher Cq und c^ die obigen Werte besitzen. Die Auflösung 
der vorstehenden Gleichung geschieht durch EinfQhrung eines Hilfs- 
winkels ^, und besteht in den beiden Formeln 

tan ^ « ^-— ? - 1,19854 - 1,44134 . e, 

co5(oD + d)^ ^-^^ C05 d -= (1 — 1,44134 . r) cos^. 

4. Aus den allgemeinen Formeln ergiebt sich 

^'=^-T^ + T^'. 0<a;<l; 
wobei der mittlere Fehler "j/^ «« 0,01673 ist. 

Dieser angenäherte Ausdruck für x^ könnte zur näherungs- 
weisen Auflösung einer kubischen Gleichung Verwendung finden. 

5. Von Interesse ist der Fall 

/ ycos^q> 4- x^sin^cp' d(p ^ Cq-\- c^x + c^x\ < a? < 1, 



wo das Integral die Quadrantenlänge einer aus den Halbachsen 1 
und x<l konstruierten Ellipse bedeutet. Die Integrale P haben 
hier dieselben Werte wie in der vorigen Aufgabe; die Werte der Q 
ergeben sich aus der in § 33 Nr. 8 entwickelten Formel, wenn 
man |i* «= v = y und l der Reihe nach «== y, 1, y setzt, nämlich 



Qor* I I Ycos^fp + x^sin^q>'dxdq> « — > 



Qi'^ I I xYcos^q) + x^sin^fp ,dxdq> '^ —» 



Qi = I I x^Ycos^q) + x^sin^q)'dxdq> -» — -• 
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Diese Werte liefern 

Setzt maai noch a? « — » multipliziert beiderseits mit a und be- 
zeichnet mit J5J(a, h) den Viertelumfang einer aus den Halbachsen 
a und h konstruierten Ellipse, so hat man die Nähenmgsformel 

h^ 
E(a, b) = 0,98244 . a + 0,31199 . b + 0,28580 • — 

a 

Die Länge des Quadranten der Ellipse x^ + y y^ = 1 wäre hier- 
nach angenähert: 1,46698 (vgl. § 26 Nr. 7). 

§39. 

Die nahemngsweise Darstelluiig von Funktionen 

zweier Variabein. 

Analog dem Vorigen kann man die n Koe£&zienten c so be- 
stimmen, dass die Gleichung 

f(x, y) = c^(Pq{x, y) + q 9^1 (a?, 2^) + • • • + o„_i g>„_i {x, y) 

innerhalb eines gegebenen Spielraums so genau als möglich statt- 
finde. Geometrisch bedeutet dies, dass man eine gegebene Fläche 
durch eine andere Fläche ersetzen will, die der ersten innerhalb 
eines bestimmten Spielraumes möglichst nahe liegt; der erwähnte 
Spielraum ist dann eine in der o;^- Ebene gezeichnete Fläche, deren 
Peripherie der Punkt xy nicht überschreiten darf. 

Setzt man auch hier fest, dass die Summe der Fehlerquadrate 
ein MiniTnum werden soll, so ändert sich an den vorigen Formehi 
nur das eine, dass die P und Q zu Doppelintegralen werden, die 
sich auf den angegebenen Spielraum beziehen. 

Beispiele. 1. Wenn unter der Bedingung l>a;>^>0 die 
Gleichung 

x^ + y^ ==> Cq+ c^x + c^y 

stattfinden soll, so ergiebt sich 

x^ + y^--\ + \^ + \y. i>x>y>o, 

2. Wenn unter der Bedingung l>a;>2^>0 die Gleichung 
yi-J^x^+y^^ Cq-\-(^x + c^y 
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stattfinden soll, so erhalten die P die nämlichen Werte wie vorhin; 
femer ist durch Einfahrung von Polarkoordinaten 
1 « tw , 





-"t{ fyii + sec'dy.de-jr^y 





Durch die weitere Substitution 



wird hieraus 



sind ^Y2. sin yG) oder cos d « Ycos w 



oder, wenn (1 + cos c»)* aufgelöst und jeder einzelne Summand in- 
tegriert wird, I y- . 



Um zweitens den Wert von 

1 X 




zu finden, kehre man die Eeihenfolge der Integrationen um; dies 
giebt 1 1 



Qt-= I dy 1 yi + x^+y^.xdx 

y 





oder, wenn im ersten Integrale y — ^ 1/2 , im zweiten y = — ^ § 
setzt wird, _i_ ''^ 

8 ^ 2 8/2 4 



852 Kftp- VJll. Mittelwerte u. Näherung sformeln f. gegebene Funktionen. 
Im letzten Integrale 



1 X 

«2 - / Yy /T+^MV. dx dy 



ö ö 

l&sst sich die auf y bezügliche Integration sofort ausführen, und es 
wird schliesslich 

So erhält man zuletzt, auf fiinf Dezimalen abgekürzt, 
yT+Ä^Tp- 0,86069 + 0,48702 . x + 0,28626 .y, 1 >x>y>^. 



Kapitel IX. 



Differentialgleichnngen erster Ordnung. 

§40. 
Vollständige Differentiale. Integrierender Faktor. 

I. Eine Differentialgleichuiig erster Ordnung und ersten 
Grades lässt sich auf die Form bringen 

1) <p(x, y) dx + '^{x, y) dy = 0. 

In dem einfachen Falle, dass <p nur x^ t/; nur y enthält, also die 
Differentialgleichimg 

2) (p{x)dx + i\f{y)dy^O 

ist, sind die Yariabeln gesondert, und das allgemeine Integral 
von 2) lautet 

fq>{x) dx +filf{y) dy = (7, 

-wobei C eine willkürliche Konstante bedeutet. 

In dem allgemeinen Falle 1) ist das Integral sofort in der Form 

anzugeben, wenn die linke Seite ein vollständiges Differential 
ist. Bezeichnet man die vorkommenden Funktionen kurz mit 97, iffj /*, 
so ist die Bedingung der Integrabilität, dass 

'dy^Jx 
sein muss. Ergiebt sich dann, wenn diese Bedingung erfüllt ist, 

Jq> dx == w, 

du 
wobei sich die Integration nur auf x bezieht, so muss fff — -r— un- 

vy 
abhängig von x, das Integral 



/( 



*-i^)'*y 
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also eine Funktion von y allein sein und das allgenieine Integral 
von 1) ergiebt sich: 

f(x,y) » u +y(ip - ^) dy ■= C. 

Bestimmt man erst das Integral t» und ergiebt sich dann 

du 
if» — — imabhängig von x^ so ist damit ebenfalls der Nachweis 

vif 

geliefert, dasB die tinka Seite der Gleichung l) ein vollständiges 
Differential ist. 

Beispiele. 1. {cix + ßy^) dx + (2 ßxy + yy*) dy =- 0. 
Hier ist 

dy ^^ dx 
folglich 



und 



u^ I (ux + ßy') dx -= ^«»* + ßxy*, gp = 2 ßxy 

man erhält also das allgemeine Integral 

\ax^+ßxy^+j^yy^^a 

2. x(x^+ y«- a^dx + y(x^+y^-^ b^)dy « 0; 
dann ist 

u ^Jx{x^+ y^ ^a^dx^j:^+ ^xY - i^^A y -^ «*yi 
folglich ist 2^, 

imabhängig von x. Das allgemeine Integral kann in der Form ge- 
schrieben werden: 

3. Die Differentialgleichung 

2 (aa;e-y —&)(?« + (e^ — ax^e^^) dy — 

hat als Integral 

aaj^6-^y -h e^ — 26rr — C. 
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giebt als Integriftl 

tK^^+P^ + arä<m^ + - + --(?. 
* ^ '^ X X y 

5. l/i^«. dx + ^^= dy « 0, 

• xYl — y^ + arcsmy = C 

&.{smy — ysmx)dx + (xcosy + cosx — coty)dy «0, 
xsmy + ycosx — lsmy'^C4 

,. (.+,+,^T?)[^^.+i(i-^)^,]-o, 



== + arctan ^ — l(^) « C, 
i^ + y^ « Va?/ ' 

9. l2xsin— — ycos — jdx + xcos^dy = 0, 
\ X x/ X 



arcsm- , 



x^sin—-= C. 

X 

n. Ist die Integrabilitätsbedingung in I nicht erfüllt, die linke 
Seite der Differentialgleicbung 

tp dx + ^f dy ^ 
also kein vollständiges Differential, so giebt es doch immer eine 
Funktion v von x und y Ton der Beschaffenheit, dass 

v(<pdx + '^dy) 
ein vollständiges Differential wird. Diese Funktion v heisst in- 
tegrierender Faktor. So ist z.B. die linke Seite der Differential- 
gleichtuig pdx-xdy^O 

kein vollständiges Differential, sie wird aber ein solches durch Bän- 

zufdgung des Faktors — s» mid man erhält dann als Integral 
fr 

X 

y 

23* 
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Man könnte aber auch — als integrierenden Faktor nehmen, 

wodurch die Yariabeln gesondert würden; als Integral würde sich, 
wenn man die Form der willkürlichen Eonstante änderte, dieselbe 
Gleichung ergeben. 

Es giebt überhaupt unendlich viele integrierende Faktoren; denn 
wenn v ein solcher ist, durch dessen Hinzufügung sich das Integral 
der vorgelegten Differentialgleichung als 

ergiebt, so ist auch v,F(f) ein integrierender Faktor. 

Die Bestinmiung des integrierenden Faktors v würde die In- 
tegration der partiellen Differentialgleichung 

d(vq>) _ d(vrli) 

dy ^\ dx 

erfordern, die im allgemeinen schwieriger ist als die der gegebenen 

Differentialgleichung. In manchen einfachen Fällen lässt sich ein 

integrierender Faktor auf andere Weise ermitteln. 

a) In den einfachsten Fällen lässt sich durch geeignete Be- 
handlung der gegebenen Differentialgleichung ein integrierender Faktor 
erraten. 

Z.B. 1. Bringt man die Differentialgleichung 

{x^ +y)dx ^ xdy -^ 
auf die Form 

ixf^dx — (xdy — ydx) « 0, 

so sieht man, dass ein integrierender Faktor — ^ ist; denn durch 
Hinzufugung desselben erhält man 

•» Q j ^^y "" y^^ 

x'^-^dx ^—^ — = 0, 

x^ 

also als Integral 

m — 1 X ' 

2. (x + y)dX'-{x — y)dy ^0 

kann man schreiben: 

(xdx + ydy) + (ydx — xdy) «= 



oder 



id(x» + y*) + y«(i(|-) = 0. 
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Hier erkennt man als integrierenden Faktor ^ — g» wodurch man 



1_ 

x^ + y^ 



erhält. Das Integral der gegebenen Differentialgleichung ist also 
\l{x^+ y^) + ardcm — « C. 

y 

3. (ic* + 2a;y — y^dx^ (y^+ 2a;y — rc^) dy^O 

kann man zimächst schreiben: 

(2a;2 + 2a;y — a?*— y^) (?a; + (2y* +2xy — x^— y^) dy = 0, 

xtnd weiter: 

{x + y)d{x^+ y^) - {x^+ y'^dix + 2/) = 0; 

integrierende Faktoren sind dann: 

oder 



{x + yf {x + y){x^ + y') 

Das Integral ist 

x + y 
4. (l+xy)ydx + (l — xy)xdy^O 

kann man auf die Form bringen 



xy.y^d l—j + d(xy) = 0, 



in der man als integrierenden Faktor -^-^ erkennt und man erhält 
als Integral 

\y ^ xy 
b) Wenn die Funktionen q> und ip homogen sind, so ist unter 

der Yoraussetzune ^. ^ 

^ Xip + y^'^O 

ein integrierender Faktor die Funktion 

1 
xtp + y^ 

Z. B. 1. y^dx + x{x + y)dy---0 

hat den integrierenden Faktor 
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J 

xy(x + 2yy 

das Integral ist dann nach I: 

2. Die Differentialgleichung 

^{x + y)dx + 2(2x + y)dy^0 
hat den integrierenden Faktor 

1 1 

^ "" Sx^+7xy + 2y^ " (ßx + y)(x .+ .2y)' 
ihr Integra ergiebt sich: 

{Sx + yy(x+2yy^a 

3. Die linke Seite der Differentialgleichung 

(a^ + 4.x^y - 5V- 2y») dx - (2sfi- 6s^y - 4«j^ + y^dy-0 
wird durch Hinznfügung des integrier^den Faktors 

1 





'" («*+y*)(**+2«y- 


-y*) 


ein vollständiges 


Differential und ^at ^9 Integral 




x*+2xp^p* ^ 

Vi^ + yy 




4. (nx$m^ + y€0$^]dX'^xoos 

\ X X / 


tä,^0 


hat den iatogrierendea Ffili^r 

1 




W4 4»i I?^gr»l 


X 

— — a 





X 

c) Ergiebt sich 



'^ \Sy dx) 
unabhängig von y, so ist ein integrierender Faktor v b^stinypt durcn 

Iv -^fXdx. 
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Z. B. 1. Ist die Differentialgleichung 

(2y« +.Sxy +dx+2)dx+ (x^ +2xy)dy^0 

gegeben, so findet man X <=^ — 9 mitbin p '^ x und das Integral 

X 

a^(l + p) + x'(l + y')-C. 
2. (6a;» + 4«y* +Sy)dx + (2«»y + ») Äy - 



ergiebt 2 1 


X = — ^ t? =^ -ö 


a? ap* 


und als Integral 


x^+a^y^+st^U^C. 


S.Ist 


(ax^ — cy* + 2 aa: + J»y) dx + (5ä?* + 2c»y + &« + 2 cj^) dy - 0, 


so bat man 2 l 


^"^ ■ 1 + «' " (1+*)' 


und findet als Integral 


ax*+bxy + cy' 


1 + x " " 


4 (a!» + y*+2a;^2y)dJ!+2(y-l)(iy = 0; 


»^«J^"* Z-1, i;-e«, 


also erhält man das Integral 


(a;« + y»-2y)e*-C. 


d) Findet sich, dass 


q> \dy dxJ 


unabhängig Yon x ist, so ergiebt sich ein integrierender Faktor v 


durch die Gleichung 


l^ fTdg. 


Z.B. 1. Die DiSerentialgleichnng 


(«yf»»)*» + (*y-l)<ly^O 


ergiebt , i 


r^— f v^ — 


p y 


und damit das Integral: 



«*+ 2a?y— 2?y« C. 
2, cosic smy dx + (my ^ycosy — moj cosy) (?y = 
giebt 
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stfry 
also als Integral: 

y + sinx ^ ^ 

siny 

3. Aus 

2»y (1 + y^ dx-{l + x^'\- xY) dy^O-, 
findet man 

2 + 4y» _ 1 

so dass sich das Integral ergiebt: 

1+x^ 

h ardany «• C, 

y 

4. y (?a; + (a? - 1) {^y^ + 1) ^y = 0; 
^^^ ^* r=-2y, f;«e^, 
womit man als Integral erhält: 

{x^l)y(^^C. 



§41. 
Hanptformen der Differentialgleiohiing erster Ordntixig. 

I. Nach § 40, I ist die einfachste Form einer Differential- 
gleichimg erster Ordnimg diejenige, in der sich die Sonderung 
der Variabein ausfahren lässt. 

Weniger einfache Formen lassen sich zuweilen auf diesen ein- 
fachsten Fall zurückfahren, indem man durch Substitution neuer 
Variabein eine Differentialgleichimg herstellt, in der sich die Varia- 
bein sondern lassen. 

1. Wenn eine Differentialgleichimg homogen, d. h. unter der 
Form -i^, / \ 

enthalten ist, so erhält man durch die Substitution 

y dy dt 

- = t, mithin y = a;«, _ = aj-+<, 
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eine Differentialgleichung zwischen x und <, in der sich die Varia- 
bein sondern lassen. Es ergiebt sich 



fm^rpi-- 



y 

Nach Ausführung der Integration liefert die Restitution ^ = — 
das gesuchte allgemeine Integral. 

2. Dasselbe Verfahren passt auf die nichthomogene Differential- 
gleichung 

dx X ^ ^ \x/ 
und liefert 

3. Setzt man in der Differentialgleichung 

y^^Zy so wird die Gleichung homogen und lässt sich nachher 
mittels der Substitution z =^ xt integrieren; dies giebt 



X 



f-. 



^ ^ Ix 4-0, ^«^• 



4. In der Differentialgleichung 



führt die Substitution a?^ ■= w zur Sonderung der Variabein, so 
dass entsteht 

^ du 

u + u^ F(u) 

5. Wendet man die vorige Substitution auch bei folgender 
Differentialgleichung an 



/. 



g + |.-ft.).FW, 



so erhält man 



L 



362 Kap. IX. Differentialgleichimgen erster Ordnung., 

6. Substituiert man in der Differentialgleichuiig 

^-rCoa^ + fcy) 

ax + hy ^ sf^ so giebt die Sonderung der Variabein 
de 



/. 



^x+ Cj z ^ ax + hy. 



a + hf{z) 

7. ]ji der Differentialgleicbiimg 

x + y^^f{x).F{y^f+^ 

fülhrt die Substitution o;* + y* = r* zur Sonderung der Variabeln, 
und liefert schliesslich 

8. Die lineare Differentialgleichung erster Ordnung 

worin P und Q Funktionen yon x allein sind, lässt sich integrieren, 
wenn man för y das Produkt zweier Variabein, also 

setzt, wodurch mai;i erhält: 

(du . -n \ , dv 






Verfügt man über die Variab^ln f^ nnd v so, dass 

du , ^ 

also 

u — r-^^<«« 

wird, so lässt sich die übrigbleibende Differ^atiajgleichung nach 
Eipsetzung des Wertes vo^ u integrieren, und man axifSi^ ^ ^' 
gemeiae Integral: 

y - €-f^^'{G +fQefP^'dx). 

Die Differentialgleichung lässt ^ch ^uch nach § 40 H, c) 
integrieren; schreibt man sie 

(Py^Q)ix + dy = 0, 
so findet sich 
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tifXdy dx) " ' 
also unabhängig yon ^; daher hat die Gleichung den integrierenden 
Faktor 

womit sich dann das Integral in derselben Form ergiebt. 

Auf die obige Form lässt sich auch die nichtlineare Differential- 
gleichung 

dz 

zurückführen, w^m man sie schreibt; 

i(;i-.)-(«-i)i>;ij--('.-i)ei 

das Integral ist 

J—^ ^ ^nr^D/Fäx fcf _ (« -^ 1) lQ0-{n-^i)fP^^dx] • 

9. Sehr häufig ist es yorteiUnaft, für x und y gleichzeitig 
neue Variable einzuführen. Beachtet man z. B., dass die Differen- 
tialgleichung 

dx y — fe \ x^ / 
unter der Form 

2xdx \ x^ J 

dargestellt werden kann, so erkennt man die Zweckmässigkeit der 
Substitutionen 

wodurch die Differentialgleichuaig homogen wir^, nämlich 

n. Eine sehr häufig anwendbare Integrationsmethode besteht 
darin, dass man die gegebene Differentialgleichung entweder nach 
y oder nach x auflöst, wodurch dieselbe eine der formen 

erhält, und sie nachher noch einmal differenziert. 
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1. Wird zur Abktbrzung der Differentialquotient 

gesetzt, so führt die Differentiation yon ^ "- <Z> (^, !>) zu der 
Gleichung 

dOix^ p) d0(Xj p) dp 

^"" dx dp dx' 

welche eine Differentialgleichung zwischen den Yariabeln x xmijß 

darstellt. Nicht selten ist dieselbe leicht zu integrieren und liefert 

dann eine Gleichung zwischen x und p. Eliminiert man aus dieser 

und der Gleichung y — <P(a;,i?) die Grösse Pj so erhält man die 

gesuchte Integralgleichung. 

Als Beispiel diene die Differentialgleichung 

dy - p — a 

—- — a — aßx* + ßxy oder ßy -= aßx -\ 

ax X 

Durch Differentiation der zweiten Form erhält man eine neue 
Gleichung, die nach Sonderung der Yariabeln in 

1+ ßx* ^ dp 
-dx •— 



x p — a 

übergeht und demgemäss leicht integrabel ist; die Elimination yon 
p giebt schliesslich ^ 

y ^ ax + Ce*^^. 

2. Wenn zweitens die gegebene Differentialgleichung auf die 
Form X =- ^(y, p) gebracht ist, so wird durch Differentiation 
^ d^(y,p) dy dW(y,p) dp 
dy dx dp dx 

und zufolge der beiden Gleichungen 

dy dp dy dp dp 

dx ' dx dx dy dy 
kann dafür geschrieben werden 



-,{ 



d^{y,p) ^d^{y,P^ dp\ 



dy dp dy] 

Diese Differentialgleichung enthält nur y und p^ sie liefert 
daher durch Integration eine Gleichung zwischen y und p. Eliminiert 
man aus dieser und der Gleichung x «=* ^(y, i>) die Grösse p, so 
erhält man die gesuchte Integralgleichung. 
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Beispielsweise sei gegeben 



dy 



y^ oder X « 



dx X '" p + 1cy^ 

Die Differentiation liefert die neue Gleichung 

y dy ^' 

welche durch die naheliegende Substitution y^^^ z homogen wird, 
nämlich 

d0 \ p/ 



Diese lässt sich nach I Nr. 1 mittels der Substitution — = ^ in- 

P 
tegrieren; es wird zunächst 

2tdt __d0 

(k + t){k + 2t) T' 

y^ 
femer durch Integration und Restitution von < = — 

C(ky^ + py^ky^+2p, 

und schliesslich, wenn p eliminiert wird, entweder y ^ oder 

_ 2x 
^^ C + kx^' 

in. Eine Differentialgleichung erster Ordnung und n^^^ 
Grades hat die Form 

worin Zj, Zg, . . . Z» gegebene Funktionen von x und y bedeuten; 
sie kann u. a. dadurch integriert werden, dass man sie zunächst 

nach -z— auflöst und damit in n einzelne Differentialgleichungen 
dx 

zerlegt, welche sein mögen: 

Sind nim die Litegrale derselben 

FM y^ Gl) - 0, Fi(x, y, C,) = 0, . . . F„{x, y, C7„) = 0, 
so ist das allgemeine Integral der gegebenen Differentialgleicliiing 
F^{x, y, C,).F,{x, y, C,) . . . Fn{x, y, 0„) = 0. 
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Dabei darf man Oj = C2 . . . = C« •-• setzen, ohne die All- 
gemeinheit der Auflösung zu beeinträchtigen. 
Als Beispiel diene die Gleichung 

äy 



©■+- 



ä, f- 



Diese zerfällt in die beiden Differentialgleichungen 

^y , V .2 1 /? ^y 



welche, durch Sonderung der Variabein integriert, die Integral- 
gleichungen liefern 



das allgemeine Integral ist demnach 

Übrigens sei noch bemerkt, dass sich homogene Differential- 
gleichungen höherer Grade mittels der in I Nr. 1 erwähnten Sub- 
stitution integrieren lassen und dass auch die in 11 auseinander- 
gesetzte Methode bei nichtlinearen Differentialgleichungen häufig 
gute Dienste leistet. 

IV. Eine Differentialgleichimg erster Ordnung hat ein all- 
gemeines Integral, das eine willkürliche Konstante enthält. Legt 
man dieser einen besonderen Wert bei, so erhält man ein par- 
tikuläres Integral. Ausserdem kann die Differentialgleichung 
noch ein singuläres Integral besitzen, das in dem allgemeinen 
Integral nicht enthalten ist. Denkt man sich nämlich die gegebene 
Differentialgleichung geometrisch als Eigenschaft einer unbekannten 
Kurve, so repräsentiert die allgemeine Integralgleichimg 

F{x, y, C) » 
eine Schar von Kurven, die alle jene Eigenschaft besitzen. Die 
nämliche Eigenschaft kommt dann auch der einhüllenden Kurve 
zu. Das singulare Integral findet man hiemach (Tl. I § 26) dadurch, 
dass man aus den Gleichungen 

F{x,y,C)^0 und 'l^^lll^^O 
die willkürliche Konstante C eliminiert. 
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Z.B. die Differentialgleichung 



x{^J-2y^ + ix = 



hat das allgemeine Integral 

a 
und das singulare 

die geometrische Bedeutung beider ist ohne weiteres klar. 

Ist eine Differentialgleichung entweder linear oder in ein System 
Ton linearen und rationalen Gleichungen zerlegbar, so hat sie kein 
singuläres Integral. 

Z. B. hat die Differentialgleichung 

kein singulftres Integral, weil sie sich darstellen lässt in der Form: 

§42. 

Sinflaohe DiftoreiktlalgleiGhxmgeii erster Ordnung 

und ersten Grades. 

1. Bei einer gewissen Kurve sei die Strecke, welche die im 
Eurvenpunkte xy konstruierte Tangente von der a; -Achse abschneidet, 
gleich dem arithmetischen Mittel zwischen einer gegebenen Strecke a 
und der Abscisse x\ man sucht die Gleichung der Kurve. 

Aus der Differentialgleichung 

a? — ^- == ^(a + x) oder -r- -= 



^*^ dx X — a 

dx 

findet man nach Sonderung der Yariabeln, dass die gesuchte Kurve 

eine durch die Gleichung 

hy '^{x -^ af 

bestinmite Parabel ist, wobei h die willkürliche Konstante bezeichnet. 
2^ Soll der vorhin erw&hnte von der Tangente gebildete Ab- 
schnitt gleich dem geometrischen Mittel zwischen a und x sein, so 
ergiebt sich als Gleichung der Kurve 
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oder 



3 + 3-3^-27-2t + 1-0- 



a* h* ah a b 

Die Kurve ist demnach eine Parabel, welche die Koordinaten- 
achsen berührt 

3. Wenn der yorhin erwähnte Abschnitt das harmonische Mittel 
zwischen a und x bilden soll, so findet sich 

xy « C(x — a)*. 
Die Kurve ist hiemach eine Hyperbel, deren Asymptoten durch 
den Koordinatenanfang gehen und mit der o;- Achse die Winkel 
ardan C und» ^ n einschliessen. 

4. Soll der vorhin erwähnte Abschnitt = — sein, so ergiebt 

a 
sich, dass die Kurve eine durch die Gleichung 

(x — a)(y — h)^ ah 

bestimmte gleichseitige Hyperbel ist. 

5. Wird allgemein verlangt, dass die von der Tangente auf 
der Abscissenachse abgeschnittene Strecke eine gegebene Funktion 
der Abscisse, etwa « q>{x) sein soll, so ist die Gleichung der Kurve 



J X-ip{ 



+ C. 



6. In einer Kurve sei die Strecke, welche die Tangente von 
der Ordinatenachse abschneidet, gleich dem arithmetischen Mittel 
zwischen a und x\ man sucht die Gleichung der Kurve. 

Beachtet man, dass die linke Seite der Gleichung 

durch Zusatz des Faktors 2 ©in vollständiges Differential wird, 

so erhält man 



^-=l{« + 4J)). 



7. SoU der von der Tangente auf der y- Achse gebildete Ab- 
schnitt gleich dem geometrischen Mittel zwischen a und x sein, so 
ergiebt sich 
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y ^ Cx— ^Yax oder {Gx — y)* — 4:ax^ 
welcher Gleichung eine Parabel entspricht. 

8. Wenn der vorhin erwähnte Abschnitt das harmonische Mittel 
zwischen a und x bilden soll, so folgt 



^-^{^-K^))- 



9. Für den Fall, dass der erwähnte Abschnitt ==■ ■-— sein soU, 

a 

findet sich eine durch die Gleichung 

bestimmte Parabel. 

10. Wird allgemein verlangt, dass der genannte Abschnitt 
eine gegebene Funktion der Abscisse, etwa « if(x) sein soll, so 
findet sich 



'-'{o-f^4 



11. In einer Kurve soll die über der Strecke x -^ h stehende 
Fläche gleich dem m^^ Teile des Rechtecks aus Abscisse und Or- 
dinate sein; man verlangt die Gleichung der Kurve. 

Aus 






ydx^ — 
m 



h 
erhält man durch Differentiation die Differentialgleichung 

deren Integral ist 

y BB Cx^"^, 

Da zufolge der Differentiation die Konstante h weggefallen ist, 
so muss das Resultat erst verifiziert werden. Nun iai 



ß 



C(x^ — h^) xy Cof^ 
I ,. _« — -_^ , _ B. --— ; 



yäx < 

m mm 

h 

die Gleichheit beider Ausdrücke kann nur bestehen, wenn m positiv 

und ^ "= genommen wird, während C willkürlich bleibt. 

SehlOmiloh, Übimgibnohn. 4. Aufl. 24 
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12. Es wird die Kurve gesucht, welche die Eigenschaft besitzt 

X 

a 

Durch Differentiation der vorliegenden und Integration der 
entstehenden Gleichung findet sich 

die nachherige Verifikation zeigt, dass im Falle a =» die Inte- 
grationskonstante C beliebig gewählt werden kann, dass hingegen 
im Falle a ^ 

genommen werden muss. 

13. Man sucht die Kurve, die folgende Eigenschaft besitzt 



sc 

ß 



ydx ^ xYhy, 



Nach dem vorhin benutzten Verfahren ergiebt sich 

y " (o - xf 
dabei muss a » und x zwischen und c genommen werden. 

14. Für die allgemeine Aufgabe 

X 

fydx-=xq>(y) 

a 

erhält man als Integralgleichung 

ix^f^M^^ + c, 
J y- <p(y) 

bei der in jedem speziellen Falle eine Verifikation erforderlich ist, 
um a oder C näher zu bestimmen. 

15. In einer Kurve soll die über der Abscisse x stehende 
Fläche ^ ay — hx sein; man sucht die Gleichung der Kurve. 

Unter Bücksicht auf die gegebene Bedingung findet sich 

y=&.(c"-i). 
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16. Wenn die über der Abscisse stehende Fläche = feo? — • 2a']/hy 
sein soll, so ergiebt sich 



-te) 



17. Für die allgemeinere Anfgabe 

X 

h 
erhält man die Auf lösimg 



-ft 



a,j, + c, 



die in jedem speziellen Falle zu verifizieren ist. 

18. Man yerlangt die Kurve, worin der von — ab ge- 
rechnete Sektor 

e 



dem !&eissektor \\ycLr)^9 gleichkommt. 

Die Polargleichung der gesuchten Kurve ist 

y — 

mithin die Kurve eiae hyperbolische Spirale. Dabei muss 6 kleiner 
als die willkürliche Konstante y genommen werden. 

19. Für die allgemeinere Aufgabe 
• 

a 

erhält man die Auflösung 

)dr 
F(r) 

die in jedem speziellen Falle einer Verifikation bedarf. 

20. Man verlangt die Kurve, worin der von — ab ge- 
rechnete Sektor 

8 - \a^d - ar 
ist. . .. . 

24* 



'^-f^i^o, 
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Bei gehöriger Bestinuniuig der Integrationskonstanten findet sicli 

er + l 

21. Für die analoge Aufgabe 

erhält man die Auflösung 

r -^ aYe^ — 1. 

22. Soll überhaupt die Gleichung 

e 
fr^dd-^Ae + fir) 

a 

bestehen, so folgt 

welches Resultat in jedem speziellen Falle der Verifikation bedarf. 

23. Man verlangt diejenige Kurve, worin zwischen den Ko- 
ordinaten Xj y und dem von a; »> ab gerechneten Bogen s die 
Relation 

s — 2yäx + y 
stattfindet. 

Durch Differentiation dieser Gleichung und Integration der 
entstehenden Differentialgleichung findet man 



y + C'^iY'^-V^, 



wobei 0—0 sein muss vermöge des Anfangswertes von s. (Vergl. 
§ 13, Aufg. 3.) 

24. Soll überhaupt die Gleichung 



z 

ß 



fyT+y^'dx^(p(x)±y 

h 

bestehen, so folgt 

welches Eesultat in jedem speziellen Falle der Verifikation bedarf. 
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25. Man verlangt die Ktinre^ worin zwificken x, y und dem 
TOn a? «= ab gerechneten Bogen s die Relation 



• s «= Yt^ — a* — X 
stattfindet^ 

Bei gehöriger Bestimmung der Konstanten erhält man 

2a? 

y^asec — 

26. Für die allgemeinere Aufgabe 

X 

yr^^.dx « ^{y) ± X 

ist die Auflösung 



X 

ß 



"^'-*{fw>-M' 



wozu die nötige Verifikation gehört. 

27. Man verlangt die Kurve, worin zwischen den Polar- 
koordinaten 6, r und dem von 6 » ab gerechneten Bogen s die 
Relation besteht 

s « a0 — r. 

Bei gehöriger Bestimmung der Konstanten ergiebt sich als 
Polargleichung 



r ^ a- 



e^ + 1' 

diese Kurve geht vom Koordinatenanfang aus und hat einen mit 
dem Badius a beschriebenen Kreis zur Asymptote. 

28. Man verlangt die Polargleichung derjenigen Kurve, bei 
welcher zwischen dem von 9 » ab gerechneten Sektor 8, dem 
Bogen s und dem Radiusvektor r die Relation besteht 

5 — ia(5 — r). 

Es ergiebt sich die nftmliche Kurve wie in Nr. 27. 

29. Es wird die Kurve gesucht, in welcher die über der Ab- 
scisse X stehende Fläche CT, der von a? — » ab gerechnete Bogen 8 
und die Ordinate y durch die Gleichung 

U^a($ — y) 
verbunden sind. 
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Bei gehöriger Bestimmung der Eonstanten erhält man. 



aT/l-e «. 



30. Wenn die über der Abscisse x stehende Fläche einer Eorve 
nm die Abscissenachse vollständig herumgedreht wird, so entsteht 
ein Botationskörper, dessen Volumen V und dessen Mantel 8 heissen 
möge; es wird nun die Kurve gesucht, bei der die Belation 

stattfindet. 

Die Kurve ist hier dieselbe wie in Nr. 29. 

§ 43. 
Homogeiie und lineare DifferentialgleiohTingen. 

1. Man sucht die Kurve, worin die Subtangente das arithme- 
tische Mittel zwischen der Abscisse und der Ordinate ist. 

Die gesuchte Kurve hat zur Gleichung 

(a? — y)^- 2cy — 
und ist demnach eine Parabel, deren Achse mit der o;- Achse einen 
Winkel von 45^ büdet. 

2. Für die allgemeinere Aufgabe 

Sbtg. =» mx + ny 
erhält man die Lösung 

Ctf^ «= (w — 1) a; + ny, 

3. Es wird die Kurve gesucht, worin die Subnormale das arith- 
metische Mittel zwischen der Abscisse und der Ordinate ist. 

Als Gleichung der Kurve findet sich 

{x^y)\x+2y)^C. 

4. Bei der allgemeineren Aufgabe 

Sbnorm. «= mx + ^y 
sind drei verschiedene Fälle zu unterscheiden. Ist erstens 

4w + w^>0, 
so setze man zur Abkürzung 



^ = i(n+yim + w^), i;«-|.(n— >/4w + «*); 
die gesuchte Gleichung ist dann 
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{y — fta?y* =« C(^ ^ vxy. 
3 
Ist z. B. m = — 1, w — — T=r» so kann man der Gleichung die 
Form V2 

{y —Y^ ,xy ^ 2a(y2 ,y - x) 

erteilen, welcher eine Parabel entspricht. 

Für den zweiten Fall 4w + w*= ergiebt sich 

t2y — nx\ _^ nx 
\ c / 2y — nx 
Ist drittens 

so setze man zur Abkürzniig 



die gesuchte Grleichnng ist dann * 

.(y^^mx^-— nxy\ 2n ^ nx—2y 

l \ — 1 = T" orcta^ — » 

\ C / k Xx 

wofür auch die beiden Gleichungen geschrieben werden können 

^^ ^„./ . ^\ 

2» ^ ' 



Einen bemerkenswerten speziellen Fall liefern die Werte w == — 2, 
/j =» 2 , denen x = 1 entspricht, 

5. In einer Kurve sei die Strecke, welche die Tangente von 

y^ 

der Ordinatenachse abschneidet, = m — ; man sucht die Gleichung 
der Kurve. 

Die verlangte Gleichung ist 

X 



ml 



(t) 



6. In einer Kurve sei die Strecke, welche die Normale von 

y^ 

der Abscissenachse abschneidet, ^n — ; es soll die Gleichung der 

X 

Kurve gesucht werden. 
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Wenn » ^ 1 ist, ergiebt sich 

dagegen hat man für den Fall n » 1 : 

7. In einer Kurve stehe die von der Tangente auf der Ordi- 
natenachse abgeschnittene Strecke in konstantem Verhältnis zum 
Badiasyektor; man sucht die Gleichung der Kurve. 

Bezeichnet m : 1 das genannte Verhältnis , so ergiebt sich 



'-M&'-m 



Im Falle w = 1 ist die Kurve eine Parabel. 

8. In einer Kurve stehe die von der Normale auf der Absdssen- 
achse abgeschnittene Strecke in konstantem Verhältnis zum Radius- 
vektor; man sucht die Gleichung der Kurve. 

Bezeichnet n:l das gegebene Verhältnis, so folgt 

die Kurve ist hiemach ein Kegelschnitt, dessen numerische Exzen- 
trizität » n, und von dem ein Brennpunkt zum Koordinatenanfung 
genommen ist. 

Zu demselben Resultate fuhrt die Substitution y = }/r* — s?* 

9. In einer Kurve stehen die Strecken, welche die Tangente 
von der Ordinatenachse, und die Normale von der Abscissenachse 
abschneidet, in konstantem Verhältnis zu einander; man sucht die 
Gleichung der Kurve. 

Bezeichnet 1 : fi das gegebene Verhältnis, so ergiebt sich 

fiardan^ + \l{a^+y^) = ?c; 

die Kurve ist demnach eine logarithmische Spirale. 

10. Man verlangt diejenige Kurve, bei der das arithmetische 
Mittel aus den in der vorigen Aufgabe erwähnten Strecken die kon- 
stante Grösse a besitzt. 

Die betreffende Differentialgleichung ist nicht homogen, wird 
es aber durch die Substitutionen ic=-S + a, y — ly-fa; man* er- 
hält schliesslich die Integralgleichung 
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• l c* f a; — a 

die eine logarithmische Spirale charakterisiert. 

11. Man verlangt die Kurve, worin das von der Tangente auf 
der Ordinatenachse abgeschnittene St&ck » — ist. 

Die betreffende Differentialgleichung wird homogen durch die 
Substitution y «= — ; die Gleichung der Kurve ist 
(x — a) (y — &) -* ah, 

12. Die vorige Au%abe bildet einen speziellen Fall der folgen- 
den allgemeineren 

das Integral dieser Differentialgleichung ist 

X 



y^ 



C-Jf{x)dx 



13. In einer Kurve sei die Strecke, welche die Tangente von 
der Ordinatenachse abschneidet, »» aof* 4- j^^; ii^&ii sucht die Gleichung 
dieser Kurve. 

Die Differentialgleichung wird linear; es folgt 

p -j- W — 1 ^* 



ax^ 



-/»z(~), för jS + w«l. 



14. Man sucht die Kurve, bei der die Eelation 

Sübnorm. =: »xf" +X — 

• • X 

stattfindet. 

Durch Substitution von y^^ lässt sich diese Differential- 
gleichung auf die vorige zurückfEQiren; ihr Integral ist 

y»_ 2*«"? (-^). für 1 - 21 + ft - 0. 
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15. In einer Kurve sei die von der Tangente auf der Ordinaten- 
achse abgeschnittene Strecke =^asecd<, wo den Winkel zwischen 
Abscissenachse und Radiusvektor bezeichnet; man sucht die Gleichung 
der Kurve. 

Die Differentialgleichung ist zwar nicht homogen, kann aber 
wie homogene Gleichungen behandelt werden; es ergiebt sich 






16. Wenn die in der vorigen Aufgabe erwähnte Strecke = a 
sein soll, so folgt 

17. In einer Kurve sei die über der Abscisse x stehende Fläche 

U'^^fix^—ay^ 

es wird die Gleichung der Kurve gesucht. 

Bei gehöriger Bestimmung der Konstanten ergiebt sich 

y — lüic — fta\l — e ), 

18. Man verlangt die Kurve, worin die über der Strecke a; 
stehende Fläche ist 

m 

Unter der Voraussetzung m^n erhält man 

„ ^ . , Jcmn ^ . 
m — n 

bei positiven m und n bleibt (7 beliebig. 
Im Falle m=^ n ergiebt sich 

y ^'km^x'^'-'^ll--y 

19. In einer Kufve sei die von « ab gerechriete 
fläche '^a 

man sucht die Polargleichung der Kurve. 
Dieselbe ist 
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20. Es wird die Polargleichung der Kurve gesucht, für welche 
die Gleichung 3 = ^x9 + ^0 sin 0)» 

stattfindet. 

Die gesuchte Gleichung lautet 

r2 « (6« - a^) se(?B - a^tan^Q. 

§44. 
Differentialgleichtiiigen versohiedener Grade. 

1. Man sucht die Kurve, bei der das arithmetische Mittel 
zwischen der Subtangente und der Subnormale gleich der Abscisse ist. 

Die verlangte Eigenschaft kommt einer Parabel zu, wenn deren 
Achse zur Abscissenachse und die Direktrix zur Ordinatenachse ge- 
nommen wird. 

2. Man sucht die Kurve, bei der das vorhin erwähnte Mittel 
gleich dem Radiusvektor ist. 

Der Aufgabe genügt eine Parabel, wenn deren Achse zur Ab- 
scissenachse genommen und die Ordinatenachse senkrecht hierzu 
durch den Brennpunkt gelegt wird. 

3. Das harmonische Mittel zwischen Subtangente und Sub- 
noimale sei gleich der Abscisse; man verlangt die zugehörige Kurve. 

Letztere ist eine Parabel, deren Direktrix die Abscissenachse 
und deren Achse die Ordinatenachse ist. 

4. Das vorige harmonische Mittel sei = — ; man sucht die zu- 
gehörige Kurve. 

Letztere ist dieselbe Kurve wie in Nr. 1. 

5. Das vorige harmonische Mittel sei «= 2ir5m*6; man sucht 
die zugehörige Kurve. 

De^ Aufgabe genügt sowohl eine durch den Koordinatenanfang 
gehende Gerade, als eine gleichseitige Hyperbel. 

6. Für ÖM^x^ MF^y bezeichne Q den Pimkt, in dem 
eine durch P senkrecht zu OF gelegte Gerade die Abscissenachse 
schneidet, femer U den Durchschnitt der Normale mit der Abscissen- 
achse, endlich F den Durchschnitt der Tangente mit der Ordinaten- 
achse; man verlangt die Kurve, bei der das Rechteck aus OTT 
und OY gleich der Summe von der Dreieckfläche QMF und der 
Hälffee der Dreieickfläche MFQ ist. 
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Der Aufgabe genügen eine Pajrabel und eine Ellipse, deren 
Gleichungen sind 

y^'^cx und 2«*+y*— 4aÄ. 

7. Man verlangt die Kurve, für welche ist 

Die beiden Auflösungen sind 

xy '^ (? und y* *= a?* H — |« 

a 

8. Man verlangt die Kurve folgender Eigenschaft: 
Die Gleichung der Kurve lautet 

9. Es wird die Kurve gesucht, fOr welche die Relation besteht 

OTJ.OY-^xy. 
Die Gleichung der Kurve ist 

10. In einer Kurve sei der Abstand der Tangente vom Ko- 
ordinatenanfang gleich dem Doppelten der Senkrechten, die vom 
Endpunkte üf der Abscisse auf den Radiusvektor 0^ gefallt ist; 
man sucht die zugehörige Kurve. 

Der Aufgabe genügt einerseits jede gleichseitige Hyperbel, deren 
Asymptoten die Koordinatenachsen sind, andrerseits auch die Fuss- 
punktkurve jeder solchen Hyperbel, d. h. eine Lemniskate. 

11. Die Entfernung der Tangente vom Koordinatenanfang stehe 
in konstantem Verhältnisse zum Radiusvektor; man sucht die Gleichnng 
der betreffenden Kurve. 

Bezeichnet 1 : \k das gegebene Verhältnis, so ergiebt sich 

la^\l{7?-\-y^)^--f^^^,arcUm^^ 

X 

die Kurve ist also eine logarithmische Spirale. 

12. Die vorige Aufgabe ist ein spezieller Fall des allgemeineren 
Problems: die Kurve zu bestimmen, bei der die Entfernung q 
der Tangente vom Koordinatenanfange eine gegebene Funktion des 
Radiusvektor r ist, also 
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In rechtwinkligen Koordinaten lantet die betreffende Differential- 
gleichung 



y — x$ 



-rcy^MV), 



die sich aber direkt nicht integrieren lässt; in Polarkoordinaten 
dagegen erhält man als Gleichung der gesuchten Kurve 

dr 



— y 
Der Annahme 






t^+1 

Q 



entspricht hiemach die Kurve 

**»= aJ^cosm (ß — y), 

die för w = 1 ein Kreis, für w «y eine Kardioide, för w « — y 
eine Parabel, för w = — 2 eine gleichseitige Hyperbel ist. 
Pindet zwischen q und r die Gleichung statt 



a* 



qy r 



so ergiebt sich als Polargleichung der Kurve 



B+yA^+B\cos(e-yy 

letztere ist demnach ein Kegelschnitt, wovon ein Brennpunkt mit 
dem Koordinatenanfang zusammenfällt. 

13. Es wird die Kurve gesucht, in welcher zwischen dem von 
:b «» ab gerechneten Bogen s und den Koordinaten die Relation 

stattfindet. 

In rechtwinkligen Koordinaten erhält man die Gleichung 

oder in Polarkoordinaten 

Die Verifikation zeigt, dass c = 2a zu nehmen ist. 



382 ^P- ^- Di£PerentialgleichTingen erster Ordnung. 

14. Unter Jlf, P, §, CT mögen dieselben Punkte wie in Nr. 6 
verstanden werden nnd es sei MU^MQ] man verlangt die Kurve, 
för welche MU.QU^h* 

ist, wenn h eine gegebene Konstante bezeichnet. 

Die Differentialgleichung ist nicht homogen, wird es aber durch 
eine naheliegende Substitution; bezeichnet a eine willkürliche Kon- 
stante, so folgt 2 -,2 

!L 4- iL « 1 

ar ah 

Die Kurve ist demnach eine Ellipse oder Hyperbel von ge- 
gebenem Parameter 2h und willkürlicher Haupthalbachse a. 

15. Setzt man in der vorigen Aufgabe MU < MQ voraus, so 
erh&lt man als allgemeines Integral die Hyperbel 

ah a* 
Der Aufgabe genügt ausserdem die EinhtLllende aller, den ver- 
schiedenen a entsprechenden Hyperbeln, d. h. das singulare Integral 

welches zwei Parabeln charakterisiert. 

16. Es bezeichne B den Punkt, in dem eine in P auf dem 
Radiusvektor OP errichtete Senkrechte die Ordinatenachse schneidet, 
TJ den Durchschnitt der Normale mit der Abscissenachse, Y den 
Durchschnitt der Tangente mit der Ordinatenachse; man verlangt 
die Kurve, bei der 

OU.OV^k.OE 

ist, wo Je eine gegebene Gerade bezeichnet. 

Mit Hilfe der Substitution a^ + y^ ^ g lässt sich die betreffende 
Differentialgleichung homogen machen, wodurch man findet 

x^ + y^=^y— + sx) . 

Die Kurve ist demnach ein Kegelschnitt, von dem ein Brenn- 
punkt in den Koordinatenanfang fällt, dessen Charakteristik will- 

k 
kürlich und dessen Halbparameter = — ist. 

£ 

Als singuläres Integral ergiebt sich noch der Kreis 
x^ + y^^4Lkx. 
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17. Unter T werde der Durchsclinitt der Tangente mit der 
Abscissenachse, unter U derselbe Punkt wie in Nr. 16 verstanden; 
man sucht die Kurve, welcher die durch 

OT.OU'^Jc^ 
ausgedrückte Eigenschaft zukommt. 

Giebt man der Differentialgleichung die Form 



(-i-'-K'+'f^)-''»; 



so bemerkt man leicht, dass die Substitution 
vorteilhaft sein muss. Dieselbe fOhrt zu der Gleichung 



■)-('-±-)-... 



\dx X 

die homogen ist in Beziehung auf -\- "k^ sAs neue Variable. Hier- 
nach findet man als allgemeine Auflösung 

d.h. eine Schar konfokaler Ellipsen oder Hyperbeln, deren gemein- 
same lineare Exzentrizität » k ist. Die singulare Auflösung giebt 
zwei Punkte, nämlich die jenen Kegelschnitten gemeinschafüichen 
Brennpunkte. 

18. Es wird die Kurve gesucht, far welche 
'OV^^a^tanx 
ist, wo V den Durchschnitt der Tangente mit der Ordinatenachse 
und T den Winkel zwischen Tangente und Abscissenachse bedeutet. 

Bringt man die Differentialgleichung auf die Form 

[^g_(a;y + ia«)]»a»(xy+ia»), 

80 liegt es nahe, xy ^^^ z zu setzen; man erhält schliesslich als all- 
gemeine Auflösung die Gerade 

y^'b + '-^x, 
u 

und als singulare Lösung die gleichseitige Hyperbel 

4:xy = — aK 
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Zu denselben Eesult 
setzt und die Gleichimg 



dy 

Zu denselben Eesultaten gelangt man rascher, wenn man -t-'=P 



y — xp ^ aYp 
differenziert, wodurch entsteht 

Dies giebt entweder 

dp 

3- — 0, mithin p ^ Gy 

dx 

und zufolge der ursprünglichen Gleichung 

y — Cx-^aYÖ, 

woraus für a"/C= h die vorige allgemeine Auflösung entsteht. Nimmt 

man zweitens 

flf . ^ , /- öt 

— — + a? « oder yp — — tt-» 
2yp 2a; 

so erhält man die singulare Auflösung. 

19. Es wird die Kurve gesucht, bei der die Relation 

stattfindet. 

Die Differentialgleichung lässt sich auf folgende Form bringen: 



(^"'ä-^)"^'-*"''' 



um sie zu vereinfachen, setze man y «^uv und wähle u so, dass 

2x- w = 

dx 

wird. Dies giebt u ^Yx] die noch übrige Differentialgleichung för v 
kann durch Sonderung der Variabein integriert werden, und schliess- 
lich erhält man als allgemeine Auflösung die Gerade 

y=-h + jx, 

und als singulare Lösung die Parabel 
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Zu den nämlichen Besultaten gelangt man rascher durch Diffe- 
rentiation der ursprünglichen Qleichung 

a 
P 

20. Die allgemeine Differentialgleichung 

gestattet gleichfalls die Anwendung der Differentiationsmethode. Es 
folgt nämlich 

[* + j"0')]g-o, 

dp 
für — = 0, also für i> » C erhält man das allgemeine Integral 

setzt man dagegen x + J^(jp) »» und eliminiert p aus dieser und 
der ursprünglichen Gleichung, so gelangt man zum singulären In- 
tegrale. 

Ist z. B. die Kurve zu bestimmen , deren Tangenten zwischen 
den Koordinatenachsen die konstante Länge a haben, so giebt die 
Differentialgleichung 

ap 

das allgemeine Integral 

y^Cx + -=== 

yi + c« 

und das singulare 

Das letztere ist eine Astroide und das allgemeine Integral stellt 
sämtliche Tangenten dieser Kurre dar, die in der That zwischen 
den Koordinatenachsen die konstante Länge a haben. 

21. Ein weiteres durch seine Folgenmgen bemerkenswertes 
Beispiel zu Nr. 20 bietet die Differentialgleichung 



(-'g)-'-+'(§)^ 



dite allgemeine Integral derselben ist 
und das singulare Integral 

Sel&lömileli, ÜbungsInMh IL 4.Aiifl. 25 
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^' + 3^' _ , 



Giebt man der obigen Gleichung die Form 

\ X y ) y^ \x) x^\y ) 

und führt statt x und y zwei neue Variable J und i; ein mittels 
der Substitutionen 

so erhält man die neue Differentialgleicliung 

<?|« dli;» 

(l-|»)(A-|«)-(l-^»)(i-r«)' 

Ihr allgemeines Integral ist 

[1/(1 - I») (1 - 1,0 - CI.J? = 1 - i + xc\ 
das singulare Integral, nämlich 

hat hier keine Bedeutung, wenn man den Fall eines konstanten \ 
oder ri ausschliesst. Weiter folgt nun, dass der Differentialgleichung 



die Integralgleichung entspricht 

y(l-|»)(l-»,«)-C|^=± 1/1-1 + IC»; 
mittels der Substitutionen 






erhält man statt der letzten zwei Gleichungen die nachstehenden: 
d^ dri 

V( r^) (1 - »«I») ^ y(i - 1?») (1 - »cS») ° ^' 
y(i - 1*) (1 - n') ± y 1 - ** + «V. 1^ = c, 
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worin noch die Vorzeichen zu bestinunen sind. Hierzu dient der 
spezielle Fall «=«0, wobei ^^^sing), ri^^ smif gesetzt werden 
möge; die vorigen zwei Gleichungen gehen dann über in 

dfg? ± d^ — 0, 

cos q> cos '^ ^ sm q> smilf '^ c. 

Die Differentialgleichung ist hier unmittelbar integrabel und liefert 
^ j- ^ « Gonst.^ oder cos (g? ± ^) — c, d. h. 

cosq>cosii>'^ smq> sin^f « c; 
der Vergleich mit der vorigen Integralgleichung zeigt nun, dass 
dem Pluszeichen in der Differentialgleichung das Minuszeichen in 
der Integralgleichung entspricht und umgekehrt 
Die Differentialgleichung 



y(i-0(i-**r) i/(i-ij*)(i-«N») 

hat demnach zum Integral 
oder in rationaler Form 

dieses Eesultat stimmt überein mit der Angabe auf S. 516 der 
4. Aufl. d. Compend. d. h. AnaL, wenn die dortigen Buchstaben o, 
2), X, y durch — (1 + x*), + x^, S, t? ersetzt werden. 

Für 1^^= sin<p^ r^ '^ sin^f hat man die Differentialgleichung 

^= J^ + , ^"^ °o, 

yi — K^sin^g> yi — n^sm^^ 
und als deren Integral 

cosg>cosflß — "/l — %^+ K^(^.smg>sm^ = c. 
Es werde nun zur Abkürzung das bestinmite Integral 

/ * d(o 
yi — K^ sinken 



mit F(fp) bezeichnet und es sei die Aufgabe gestellt, q) und ^ so 
zu bestinunen, dass 

25* 
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ist, wobei y eine gegebene Konstante bezeichnet. Differ^mert man 
diese Gleichung, so kommt man auf die vorige Differentialgleiehiing, 
deren Integral jetzt bekaniit ist. um noch die Integrationskonstante 
c zu bestinmien, hat man nur zu beachten, dass der gestellten Auf- 
gabe die Werte g) « 0, ^ «= y genügen, wodurch die Integral- 
gleichung in cosy ^^c übergeht. Die voDständige Auflösung des 
Problema liegt also in der Gleichung 



cos g>costlf -- yl — i/?sw?y .sm(p8m'^>^^ cos y\ 

dies ist das Additionstheorem für die elliptischen Integrale 

erater Art. 

3^. Mit X und Y mögen die Strecken bezeichnet werden, 

welche die durch den Punkt xy gehende Tangente von den Achsen 

der X und y abschneidet; man verlangt die Kurve, der folgende 

Eigenschaft zukommt: 

xX + yY^l^. 

Setzt man in der betreffenden Differentialgleichung x = |% 
y » ij^, so kann man m und n leicht so wählen, dass die Gleichung 
zwischen |, ij, dl^ dri die Form 



'-«^-^(S) 



d^ Vdg> 

erhält und daher nach Nr. 20 integrabel ist. Als allgemeines In- 
tegral findet sich eine Schar von konfokalen Kegelschnitten, nämlich 

^ y^_. 

ö C-k^ ' 
und als singuläres Integral die vier Geraden 

ix±yy^Jc'. 
23. Wird analog die Kurve verlangt, för die 

YxX+YyY^k 
ist, so lassen sich die vorigen Substitutionen zu gleichem Zwecke 
benutzen und geben, wenn die Wurzeln im absoluten Sinne ge- 
nommen werden, als allgemeines Integral 

a^ y^ 

-2 + ^-1. a + h^Jc, 



und als singuläres Integral 



2 2 2 
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24. Man sucht die Eiirvej bei der das Bechteck atis der 
Subnormale und aus der Strecke, welche die Tangente auf der 

Ordinatenachse abschneidet, = — ist. 

y 

Durch die in Nr. i2 erwähnten SubstitiitioBen findet man als 
allgemeine Auflösung , , 

und fds singulare Auflösung 

25. Für die Differentialgleichung 

erhält man nach demselben Verfahren das allgemeine Integral 

und ausserdem das singulare Integral 

26. Als allgemeines Integral der Differentialgleichung 

findet man nach derselben Methode 

(ic~a)(3^*~&)«a&, 2> = Y' 
und als singuläres Integral 

27. Der Radiusvektor des Eurvenpunktes xy heisse r, und es 
bezeichne u die Strecke, welche die Normale von der Abscissen- 
achse abschneidet; gesucht wird die Kurve, bei der die Relation gilt 

r(r^ — xu) '^ a(i^-^ t«*). 
Betrachtet man r als unabhängige Variable, so erhält man 

r+6X^a(l — s^) oder r — — ^; 4; 

^ ^ 1 + §C08 d 

die Kurve ist demnach ein Kegelschnitt, der den Koordinaten- 
anfang zum Brennpunkt, a zur Hanpthalbachse und eine beliebige 
numerische Exzentrizität $ besitzt. 
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Als singalftres Integral findet man noch 
4a*— ic*±4ay — 0, 
dem zwei Parabebu entsprechen. 

28. Setzt man in der Differentialgleichang 

-'(g)-(-s-)' 

y —» /^, 80 kann man dieselbe durch zweckmässige Wahl von n auf 
die Form 

— — «. F^— ^ 
dx \dx/ 

bringen and nachher die in Nr. 20 gemachte Bemerkung anwenden. 
Es findet sich als allgemeines Integral 



imd als singuläres Integral 



x^ 



29. Es bezeichne v die Normale, u den Abschnitt, den sie 
auf der o; -Achse bUdet, und es werde die Kurve gesucht, für 
welche die Gleichung gilt 



©'+©■ 



Mit Hilfe der Substitution x^-\'y^'^2z bringt man die be- 
treffende Gleichung leicht auf die in Nr. 28 erwähnte Form und 
erhalt dann als allgemeines Integral 

(«-c)» + y'-j!(a'-c«), 
und als singuläres Integral 

4- — =» 1 



30. Die vorige Aufgabe ist ein spezieller Fall des allgemeineren 
Problems: die Kurve zu bestimmen, in welcher die Normale eine 
gegebene Funktion des Abschnittes ist, den sie auf der a;-Achse 
bildet. Zur Integration der entsprechenden Differentialgleichung 
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»l/^W-K'+4S 



dient wieder die Substitution x^+ y^'^ 2z'^ das allgemeine In- 
tegral ist 

. (x-cy + y''={f{c)]% 

WOZU noch ein singulftres Integral kommen kann. 

31. Man sucht die Kurve, bei der das zwischen den Ko- 
ordinatenachsen enthaltene Stück der Normale die konstante Länge a 

besitzt. 

dy 
Setzt man zur Abkürzung 3— ==» i? und differenziert die Differen- 

uX 

tiaJgleichung ' 

x + yp^ 



so kann man dem Resultate folgende Form erteilen 
yp dp + (l+ p^) dy apdp 

yr+p ^{i+p'f 

wo die linke Seite '^d{yyi+p*) ist. Nach dieser Bemerkung 
erhält man 

und aus der ursprünglichen Differentialgleichung 

Für p '^ tanz ist auch 

y = — ^a cos^ T -f c cos T, ic — a (1 -f -|- cos^ t) sinx — c sin x. 

Will man hieraus r eliminieren, so setze man für den Augen- 
blick cos^x — t und quadriere beide Gleichungen; dies giebt 

a?«« (a - cy+c{a - c)i + a{c - -f-a)^- -^-a»^, 
y«- cH -act^ +iaH^, 

•mitViiTi 

x*+ y^^ (a -- cy+ act - l aH^. 

Hieraus Iftsst sich t finden und durch Substitution des erhaltenen 
Wertes in eine der vorhergehenden Gleichungen gelangt man zu 
einer Gleichung zwischen x und y. 
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Am einfachsten ist die Sacke im Falle c — 0, wobei x^ und 
y^ statt X und y geschrieben werden mögen; die Oleichungen 

y^j— — |-aco*'i:, Äjj— a(l + ^cos^tjsinx 
geben dann 

4 (V + V -«")'- 27a V- 
Für den allgemeineren Fall ist nun 

y — yo+ cco8tj » — oj^— cmr, 

d. h. geometrisch: der Aufgabe genügt nicht nur die vorige, durcli 
Xq und y^ ausgedrückte Kurve, sondern auch jede hierzu parallele 
Kurve. 

32. Die allgemeine Differentialgleichung 

kann nach demselben Verfahren integriert werden^ es ergiebt sich 

Nimmt man zuerst c — und eliminiert Pj so erhält man als 
partikuläres Integral eine Gleichung zwischen x und y, die man 
als Gleichung einer Kurve ansehen kann; das allgemeine Integral 
ist nachher die Gleichung derjenigen Kurve, welche der vorigen 
in irgend einer Entfernung c parallel läuft 

Ein Beispiel hierzu bildet die Gleichung 

Jcp 



« + yi> — 



Va + ßp* 



wobei a verschieden von ß sein möge. Für p «» tan x ergeben sie 
die Werte 

ccJc , cosr 

y — ' + c C05 r, 

«-^P yacos^%'\- ßsm^x 

ßk sin X 

X » '-— -■--=: = — csmr; 

^ — P ya cos^x + ßsin^x 

im speziellen Falle c — folgt als partikuläres Integral 
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der Aufgabe genügt daher der yorliegende Eegelscbnitt und jede 
demselben parallele Eurye. 

33. Die rechtwinkligen Koordinaten des Mittelpunktes der Polar- 
normale mögen u und v heissen; man sacht die Kurve, bei dar 
die Mitttelpunkte der Folamormalen auf einer durch die Gleichung 

-^ 
^"" 2a 

bestimmten Parabel liegen. 

In Polarkoordinaten sind die Werte von u und v 

U'^^lrcosd — j^$md\j v '^ ^Irsind + ^cosdu 

woraus folgt 

r '^ 2{ucosd + vsind) ^ 2\ucosd + —sinQy 

Diese Gleichung soll benutzt werden, um u statt r als ab- 
hängige Variable einzuführen. Nun ist, wenn man den vorstehen- 
den Wert von r in die Formel für v substituiert, 

d. h., weil V -T- sein soll, 

\co$d + -smdj'^^0. 

Hieraus folgt einerseits «^ » c und als Polargleichung der Kurve 

r — 2\ccosd + j—sindji 
\ 2a / 

oder in rechtwinkligen Koordinaten 

x^ + y^^ 2cx + -y. 
a 

Andrerseits ergiebt sich m « — aco^ö, mithin 

€08^ % 

r^ — a'-T-^j 
stnu 

oder in rechtwinkligen Koordinaten 



:-i/iiz:. 
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Das erste Integral, welches eine Schar von Kreisen bedeutet, 
ist das allgemeine; das zweite, dem ein Cissoide entspricht, bildet 
die singulare Lösung. 

34. Die vorige Aufgabe lässt sich dahin yerallgemeinem, dass 

gesetzt und die zugehörige Gleichung zwischen x und y yerlangt wird. 

Nach demselben Verfahren erhält man als allgemeines Integral 
««+y«-2ca;+2/'(c)y, 
wozu noch ein singulftres Integral kommen kann. 

36. Zwischen den rechtwinkligen Koordinaten a;, y und dem 

vom Koordinatenanfang bis zum Pimkte xy reichenden Bogen s 

bestehe die Gleichung • « <^ / v 

«'— y*— 2a(5 — a?); 

man sucht die zugehörige Kurve. 

Löst man die Gleichung nach 8 auf und differenziert, so erhält 
man folgende Differentialgleichung: 

um sie zu vereinfachen, setze man y ^ zw und bestimme z so, dass 

wird. Die übrig bleibende Gleichung ist 

dw 1 /2x dx 

y^^-.a'^V » 2« — a' 
und hieraus erhält man f&r 2x '^ a^^ als Gleichungen der Kurve 

«-faj«, y-ia{c(l+J)e^f-^(l-Ö<^f)- 
Die Yerifikation zeigt, dass C=l genonunen werden iniiss, also 



»I 



1+t- 



2 2 J 

wobei die Elimination von i keine Schwierigkeit hat. 

36. Der Bogen s werde von einem noch zu bestimmenden Punkte 
an bis zum Punkte xy gerechnet und es sei 
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man sucht die zugehörige Kurve. 

Setzt man s — y ^ u und betrachtet u als unabhängige Variable, 
so ist einerseits ds — dy '^ du^ d. h. 

^'-M(i)'-'i^". 

andrerseits 

w' = 24a*(^ ■— o; + w) oder y — — -^ -f a; — w; 

durch Dififerentiation dieser Gleichung imd Substitution des Wertes 
von dy entsteht eine Differentialgleichimg zwischen x und u^ aus 
der sich findet 

X — c = u ± 

4a 

Der vorige Wert von y wird nun 

y-c«±— + — -j» 
4a 24a* 

und aus der Gleichung s — ^ = w folgt schliesslich 

4a 24a^ 

Nimmt man z. B. c ^ a und -— mit dem oberen Zeichen, so 

4a > 

erhält man durch Elimination von u 



y=(i^-«)]/f+l-«, 



und hier iat s Ton derjenigen Stelle an gerechnet, wo s => 0, d. h. 
X gleich ist dem speziellen Werte 



(v^ 



'/^+|7IZS_2,„_0,.0S8.... 



Nimmt man •-— mit dem unteren Zeichen, so firelanirt man zu 
4a 
derselben Kurve. 

37. Die vorige Aufgabe bildet einen speziellen Fall des all- 
gemeineren Problems, aus der Gleichung 

s — kx ^ f($ — y) 
die Gleichimg der betreffenden Kurve herzuleiten. 
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Nach demselben Verfahren erhält man 

y-^lcc^Qi^" l)u + f{u) + k Iy2f'(u) + h^-l,du, 
s — hc^7c^u + f(u) + Je /)/2/-'(w) + Ä«~l. du, 

woraus im kongreten Falle durch Elimination von u Gleichungen 
zwischen x und y, sowie zwischen x und s hergeleitet wwden 
können. Der Punkt, von dem ab s gerechnet wird, ist nach- 
träglich durch die Bedingung s » zu bestimmen. 

§45. 
Die SSvolventen. 

Allgemeine Formeln. Bezeichnen x und y die rechtwink* 
ligen Koordinaten eines Kurvenpunktes, £ und tj die Koordinaten 
des zugehörigen Krümmungsmittelpunktes, so wird die Evolute der 
ersten Kurve durch eine Gleichung von der Form 

F(^, ,) = 

bestimmt; unter der Voraussetzung, dass diese Gleichung gegeben 
ist, soll hieraus die Gleichung zwischen x und y hergeleitet, d. L 
die Evolvente bestimmt werden. 

Die Verbindungslinie der Punkte xy und |ij ist einerseits Tan- 
gente an der Evolute, daher 

y^ri^-(x^^y, 

andrerseits bildet sie die Normale der Evolvente, steht also senk- 
recht auf der durch den Punkt xy gehenden Tangente an der 
Evolvente, mithin ist 

d^ dx^ 

Eliminiert man § und rj aus den drei vorhandenen Gleichungen, 

dy 
so bleibt eine Gleichung zwischen x, y, — übrig, und diese ist die 

CliX 

Differentialgleichung der Evolvente. 



y-m)=-f'it).(x-i), /•'(!) i, 
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Die Form dieser Differentialgleichung lässt sich im allgemeinen 
bestimmen. Aus der Gleichung J^(|, 17) » folgt nämlich 

dy 
und wenn zur Abkürzung j- = P gesetzt wird, so gehen die zweite 

dx 

und dritte Gleichung über in 

y-z'd) = /"(!) 

oder wegen des Wertes von /"'(!) 

Die letzte Gleichung liefert § ausgedrückt durch j?, imd nach 
Substitution dieses Wertes entsteht eine Differentialgleichung von 
der Form 

x + yp^ iD(p), 

die immer integriert werden kann. Dass ihr allgemeines Integral 
eine willkürliche Konstante enthält, bedeutet geometrisch, dass einer 
gegebenen Evolute unendlich viele Evolventen entsprechen, die ein- 
ander parallel sind. 

Beispiele. 1. Die gegebene Evolute sei eine semikubische 
Parabel, mithin 

wobei die Wurzel negativ genommen ist, damit dem untern Zweige 
der Evolute der obere Zweig der Evolvente entspreche; es ergiebt 
sich dann die Differentialgleichung 

X + yp^h+—^, 

und als Integral derselben für j? = tan z 

y ^^hcotx •\- ccosx^ x ^^^^hcot^x — cstnx. 
Der Spezialfall c =» liefert 



die Evolvente ist also die vorliegende Parabel und ausserdem jede 
ParaUele zu dieser Parabel. (Vergl. Tl. I, § 17.) 
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2. Die gegebene Evolute sei eine Parabel, mithin 

die Evolyente ist dann durch folgende zwei Gleichungen bestiinnit: 
y ^ (^hltan^v + c)cost^ 
a; -« — ^hcotv — {^hltan^v + c)smt. 

3. Die gegebene Evolute sei die Astroide, also durch die 
Gleichung 

X X J_ 

i' + n'-a' 

bestimmt; die Evolvente ist dann einerseits die Kurve sechsten 
Grades, deren Gleichung lautet 

sowie andrerseits jede Parallele zu dieser Kurve. 

4. Wenn die gegebene Evolute eine Kettenlinie, mithiTi 

(1 «1\ 

ist, so findet sich als Differentialgleichung der Evolvente 

und hieraus f&r j? = icm x 

y ^ asint + ccostj 
X « a{cosx + ltan~z) — csmx. 
Im Falle c » giebt die Elimination von r 



die Evolvente der Kettenlinie ist also die Traktorie der Geraden 
und jede Parallele zu letzterer Kurve. 

§46. 
Die Trajektorien. 

Allgemeine Formeln. Die Gleichung einer Kurve enthalte 
ausser den Koordinaten noch einen Parameter, durch dessen stetige 
Änderung eine Schar von Kurven derselben Art entsteht; dann 
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heisst Trajektorie der erwähnten Kurven jede neue Linie, die alle 
jene Euryen unter demselben Winkel schneidet. 

In rechtwinkligen Koordinaten sei die Gleichung der gegebenen 
Kurve 

und darin h der veränderliche Parameter; durch Differentiation er- 
giebt sich 

ox oy 

oder, wenn % den Winkel bezeichnet, den die Tangente im Punkte xy 
mit der o;- Achse einschliesst, 

dl 

dx 
tan T = — —T- • 
dl 

dy 

Durch den Punkt xy gehe femer die Trajektorie und es sei 
t^ der Winkel, den die Tangente an der Trajektorie mit der a;-Achse 
bildet; dann ist 

dy 
tanr. = ^r-- 
^ dx 

Der gegebenen Bedingung zufolge muss die Differenz r^ — v 
einem konstanten Winkel a gleich sein, dessen trigonometrische 
Tangente % heissen möge, mithin 

tcm Ti — tan x 

— « x; 



1 + 

substituiert man die Werte von tanx^ tanx^ und beachtet, dass h 
in der Gleichung der Trajektorie nicht mehr vorkommen darf, so 
gelangt man zu der Begel: durch Elimination von h aus den 
Gleichungen 

f(x, y, h) = 0, 

Vdx^dy)dx + dx ""dy"^ 

ergiebt sich die Differentialgleichung der Trajektorie. Im speziellen 
Falle a = ^7t, d. h. wenn die Trajektorie eine orthogonale sein 
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soll, wird tant.tant^ »» — 1, und dann ergiebt sieh die Differential« 
gleichung der Trajektorie durch Eliniination von h aus den 
Gleichungen 

Die im allgemeinen Integrale der Differentialgleichung vor- 
kommende willkürliche Eonstante lässt sich bestimmen, wenn die 
Trajektorie durch einen gegebenen Punkt gehen solL 

Falls die ursprüngliche Kurve durch Polarkoordinaten aus- 
gedrückt und ihre Gleichung 

F(r, e, Ä) - 

ist, gilt eine vollkonmien analoge Betrachtung. Die Winkel (p und 
g^i, welche die Tangente an der gegebenen Kurve und die Tangente 
an der Trajektorie mit dem gemeinschaftlichen Badiusvektor r bilden, 
sind nämlich an die Bedingung (j^^ — g) » a gebunden; die 
Differentialgleichung der Trajektorie ergiebt sich daher durch 
Elimination von h aus den Gleichungen 

F(r, e, h) - 0, 
/ dF dF\dr (dF , dF\ ^ 

Im speziellen Falle a =« |-7r ist einfacher 

Für die im allgemeinen Integrale vorkonmiende Konstante gilt 
wieder die fiühere Bemerkung. 

Beispiele. 1. Die gegebene Kurve sei eine Gerade, mithin 
hx — y ^ 0; 



es ist dann 



(«Ä-l)^ + Ä + «-0, 



und durch Elimination von h 



\ X / dx X 
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Als Integral dieser homogenen Differentialgleichung erhält man 

Y^iy — -j — ■ ) "= arda/n — oder r »= ce*. 

Die Trajektorie eines Strahlenbtlschels ist demnach eine loga- 
rithmische Spirale, die im Falle a «== |-7t, d.h. x«==(X), zu einem 
konzentrischen Kreise wird. 

2. Ein rechter Winkel bewege sich so, dass sein Scheitel auf 
einer gegebenen Geraden fortrückt und der eine Schenkel inmier 
durch einen festen Punkt geht; man sucht die orthogonale Trajek- 
torie des anderen Schenkels« 

Nimmt man die gegebene Gerade zur Abscissenachse und die 
vom festen Punkte darauf gefällte Senkrechte zur Ordinatenachse, 
so hat man als Gleichung der zu durchschneidenden Geraden 

h{x — ä) — a^ == 0, 

mithin als Differentialgleichung der Trajektorie 



Daraus folgt 



a dy 

p dx 



die Elimination von p aus den beiden letzten Gleichungen fOhrt zu 
der gesuchten Gleichimg zwischen x und y. 

3. Eüie Gerade bewege sich so, dass die zwischen den Koor- 
dinatenachsen enthaltene Strecke derselben die konstante Länge a 
besitzt; man sucht die orthogonale Trajektorie dieser Geraden. 

Aus der Gleichimg der beweglichen Geraden 

^ + — J! 1 

ergiebt sich als Differentialgleichung der Trajektorie 

ap 



x + yp 



1/1+?' 



das Integral dieser Gleichung ist bereits in § 44 Nr. 31 entwickelt 
worden. 

Sohlömiloh, Übtmgsbuch n. 4 Aufl. 26 
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4. In Fig. 67 sei F ein leuclitender Punkt, CB die Tremrangs- 
linie zweier durchsichtiger Media Yon verschiedener Brechbarkeit, 
FM ein Lichtstrahl^ der bei M jene Trennungslinie trifft und 
nach dem bekannten Gesetze 

sinNMF 



Fig. 67. 



smN^MP ^ 

gebrochen wird; man sucht die orthogonale Trajektorie der ge- 
brochenen Strahlen PQ. 

Nimmt man CF und CD 
zu Koordinatenachsen und setzt 
CF^g^ CM^h^ so ist die Glei- 
chung des gebrochenen Strahles 
X y 

für die Trajektorie ergiebt sich 
die Differentialgleichung 




x-^-yp' 



V^-f^'+P' 



die nach § 44 Nr. 32 integriert 
werden kann. Die einfachste der 
gesuchten Trajektorien ist ein Kegelschnitt, wovon C der Mittel- 
punkt, F ein Brennpunkt und dessen Haupthalbachse » — ist: die 
übrigen Trajektorien sind Parallelen zu diesem Kegelschnitt. 
5. Man sucht die Trajektorie aller durch die Gleichung 
y=^hxf* 

charakterisierten parabolischen Kurven. 

Die Differentialgleichimg der Trajektorie ist 



(-«"D^: 



.+,»- 



und kann wegen ihrer homogenen Form leicht integriert werden, 
wobei die Fälle {(i— l)*— 4x*fi>0, ^0 und <0 zu unterscheiden 
sind. Für eine orthogonale Trajektorie ergiebt sich die Gleichung 



x^+fiy^^a 
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6. Es soll die orthogonale Trajektorie aller konfokalen Ellipsen 
aufgesucht werden. 

Bezeichnet a die veränderliche grosse Haihachse, e die unver- 
änderliche lineare Exzentrizität der Ellipse, so ist die Differential- 
gleichung der Trajektorie 



(^-^)(^ + 2^i^)-^'- 



Nach § 44 Nr. 17 hat man als Integral derselhen 

Für (7>e^ würde die Trajektorie eine Ellipse sein, welche 
aber die gegebene Ellipse nicht schneidet; es muss demnach (7 < e* 
genommen werden, wodurch Hyperbeln entstehen, die der Ellipse 
konfokal sind. 

Wird umgekehrt die Trajektorie einer Schar konfokaler Hyper* 
beln gesucht, so findet sich eine konfokale Ellipse. 

7. Die orthogonale Trajektorie von Ellipsen, welche dieselbe 
grosse Achse und verschiedena kleine Halbachsen besitzen, ist be- 
stimmt durch die Eurvengleichung 



x^+\ 



.-2.vg). 



8. Wenn in der Gleichung 

Ao^ + By"" -= 1 

A konstant und B veränderlich ist, so wird die Trajektorie der ent- 
stehenden Kurven durch folgende Gleichung bestimmt 

A{nx^+ my^^ ^ a?^-"*-f C, wenn w ^ 2, 
A{nx^+ 2y'^) -==2nl (-^ wenn w = 2. 

9. Lässt man in der Gleichung 

Je 



r «= 



1 + BCOSQ 



die Grösse e sich stetig ändern, so erhält man eine Schar von 
Kegelschnitten, welche denselben Halbparameter Ä;, dagegen ver- 

26* 
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schiedene numerische Exzentrizitäten besitzen; die Trajektorie dieser 
Kegelschnitte hat zur Polargleichung 

• fl CT 
r 

wofar in rechtwinkligen Koordinaten gesetzt werden kann 

'■-[»'(!)]■-»■• 

10. Setzt man in der Gleichung 

das Verhältnis I — I gleich einer Konstanten fi und lässt a varueren, 
\a / 

so erhält man eine Schar ähnlicher Ellipsen, die einander im Ko- 

ordinatenanfange berühren; die Trajektorie dieser Ellipsen hat zur 

Oleichung 

(2_^)flj«+^2_^2-My«^ für ^^2, 



••-»''(j) 



» für fi « 2. 



11. Die Trajektorie einer Kurve zu finden, die in ihrer Ebene 
parallel einer gegebenen Eichtung verschoben wird. 

Legt man, unter Voraussetzung eines rechtwinkligen Koordi- 
natensystems, die ^- Achse in die gegebene Bichtung und bezeich- 
net mit 

y^ifix) 

die Gleichung der Kurve in ihrer anfänglichen Lage, so ist die 
Gleichung der Kurve in irgend einer anderen Lage 

y — h^q)(x), 
mithin nach den allgemeinen Vorschriften 

Der Elimination von h bedarf es hier nicht erst, weil h in 
der vorliegenden Gleichung nicht mehr vorkommt; die Gleichung 
der Trajektorie ist demnach 



r^ + v'ix 



) 
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Für die semikubische Parabel 

ergiebt sich Heraus als orthogonale Trajektorie die gewöhnliche 
Parabel 

y «= c — 2"j/ä^. 

12. Die Trajektorie einer Kurve zu finden, die in ihrer Ebene 
um einen festen Punkt gedreht wird. 

Der gegebene Punkt sei der Koordinatenanfang eines Polar- 
systems und 

- V(r) 

die Gleichung der Kurve in ihrer ursprünglichen Lage; flir eine 
spätere Lage ist dann 

- /J = t{r), 

T"^thiTi nach den allgemeinen Vorschriften 

{jc + rt'(r)}^ - r{l- xr^'(r)} = 0. 

Der Elimination von ß bedarf es hier nicht, mithin ist die 
Polargleichung der Trajektorie 



g __ _ r^ + r^\r) dr 



Kotiert z. B. eine Ellipse um ihren Mittelpunkt, so hat man 
als Gleichung derselben 

= arctm (1]/^^^) ' 
und als Gleichimg der orthogonalen Trajektorie 

' abj r 

d.i, wenn mit Hilfe der Substitution r*=« integriert wird, 






H -— ; — arctan 

2ab 






406 



Kap. IX. DiiFerentialgleicIlungen erster Ordnung. 



Lässt man einen über dem Durchmesser h konstruierten Ereis 
um den einen Endpunkt des Durchmessers rotieren, so hat man als 
Gleichung des Kreises 

r »^hcosd oder 6 — arccos — » 



und als Gleichung der orthogonalen Trajektorie 



6 — y «= — 



Yh^^', 



■ arccos — 





Die Trajektorie ist demnach die Traktorie eines mit dem Ra- 
dius h beschriebenen Kreises. 



§47. 
Die Bollkurven. 

Allgemeine Formeln. Auf einer festen Kurve, welche die 
Basis heissen möge, werde eine bewegliche Kurve fortgerollt, ohne 
dass ein Gleiten stattfindet; irgend ein bestimmter Pimkt in der 
Ebene der rollenden Kurve beschreibt dann eine neue Linie, welche 
eine Kollkurve genannt wird. 

Um di6 genannte Beweg- 
ung zu veranschaulichen« 
denke man sich erst zwei ge- 
brochene Linien ABCBEF 
und^o-»o^oJ>oJ^o(^.68), 
deren korrespondierende Sei- 
ten gleich sind, nämlich 
AB^A^B^, BC^B^C^ 

etc., und betrachte ^UBCD^i' 
als Basis, A^B^C^B^E^ als 
rollende Kurve, wobei in der 
primitiven Lage der letzteren 
A^Bq mit AB zusanmienf allen möge. Die nächstfolgende Lage von 
AqBqCqBqEq ist dann diejenige, bei der ^o^o *^ ^^ fällt; sie 
wird herbeigeführt durch Drehung der beweglichen Kurve um Bj 
und hierbei beschreibt jeder in der Ebene dieser Kurve liegende 
Punkt Pq einen Kreisbogen PqPu dessen Badius BPq und dessen 
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Centriwinkel ^ LC^BC ist. Auf analoge Weise entsteht die dritte 
Lage durch Drehnng um (7, wobei P^ wieder einen Kreisbogen PiPj 
beschreibt, dessen Mittelpunkt C und dessen Centriwinkel ^=^I>^CI> 
ist ru s. w. Wenn demnach ein Polygon auf einer gebrochenen 
Linie rollt, so besteht die RoHkurve F^F^T^T^P^ aus einer Reihe 
von Kreisbögen. Lässt man die Polygonseiten unendlieh abnehmen 
und denkt sich die Basis, sowie die rollende Kurve als Grenze 
eines eingeschriebenen Polygons, so wird die Rollkurve zur Ein- 
hüllenden jener Kreisbögen; ihre Gleichung lässt sich daher nach 



den Tl. I., § 25 gegebenen Methoden 
entwickeln. 

In Fig. 69 sei die Basis AQB 
axif ein rechtwinkliges Koordinaten- 
system bezogen und zwar 0^ = |, 
NQ =^ ri'^ die Anfangslage der rol- 
lenden Kurve sei CqQqDq und es 
falle dabei Cq auf :!; ihre Gleichung 
sei in Polarkoordinaten ausgedrückt, 
deren Pol der beschreibende Punkt 
Fq sein möge, also LCqPqQq=' d^ 
FqQq^t, Ist nun CQJ) eine spä- 
tere Lage der beweglichen Kurve, 
in der sie die Basis in Q berührt, 
so hat man erstens arcGQ ^ arcC^QQ 
= arcAQ^ d.h. 



l'ig. 69. 




M iDT 



zweitens ist Q der Mittelpunkt und QF der Radius eines der Kreise, 
als deren Einhüllende die Rollkurve betrachtet werden kann, daher 
för OM = a; und MF = y 



B) 



{x^iy+{y--riy^T\ 



Nachdem man durch r und n durch | ausgedrückt hat, ent- 
halten die Gleichungen A) und B) die beiden veränderlichen Parameter 
r und I, von denen sich aber nach A) der eine durch den andern 
ausdrücken lässt; die Gleichung B) kann daher so gestaltet werden, 
dass sie ausser o?, y und etwaigen Konstanten nur § oder r enthält, 
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und dann ergiebt sich die Gleichung der Bollknrve dorch Elimination 
Ton I bez. r aus der Gleichung B) und ihrem nach | bez. r ge- 
nommenen partiellen Differentialqnotienten. 

Beispielsweise mag die Eunre bestinmit werden, die der Pol 
einer logarithmischen Spirale beschreibt, wenn sie auf der Aussen- 
seite eines Kreises rollt. Hier ist 

femer nach A), wenn c eine willkürliche Konstante bezeichnet, 

yr+~JÄ* -r^alc — a- arccos — j» 
imd nach B) 

(x - {)*+ (y - V^^^^=^' - r^2 (^ - ^' arccos^y^ 
Setzt man zur Vereinfachung 

arccos — = ©, (A'^tanß^ c = ay, 

so wird ans der yorhergehenden Gleichung 

aj*-f y*— 2axco8a> — 2aysin(o + a*= a*(ai — yYcos^ß, 
und es ist nun a> als willkürlicher Parameter anzusehen, in Be- 
ziehung auf den die Differentiation giebt 

xsmcD — ycosoD ^ a{G) — y) cos^ß. 

Um CD zu eliminieren und gleichzeitig von rechtwinkligen Ko- 
ordinaten zu Polarkoordinaten überzugehen, setze man 

X ^ BcosBf y ^ Bsin&j 
und gebe den beiden vorigen Gleichungen die Formen 

E^+a^-a\a>-yycos^ß 



0) 



Bcos(cD — e)=^ 



Bsin (od — 0) =^ a(a> — y) cos^ ß. 
Die Sunmie der Quadrate beider Gleichungen gestattet folgende 
Darstellung 

4a*(cD - yYcos^ßsin^ß « [B^ - a« - a\ai - yycos^ß]^', 
diese liefert 

/ X ^ . . ^ VB^-a^cos^ß 
(od — yjcosß ± smß ^ — ? 

oder nach Division mit cos ß und wegen tan /? = f* 
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^ / «" acosß 

wobei rechter Hand nur das positive Zeichen zu nehmen ist, weil 
CD und R gleichzeitig wachsen. Multipliziert man femer die zweite 
der Gleichungen 0) mit T tan jS = ^ fi und addiert sie zur ersten, 
so erhält man 

^cos(a) — e±ß) B^+ a^—((o—y± (lya^cos^ß + a^sin^ß 

2^ =» > 

cosß 2a 

d. i. vermöge des Wertes von w — y ± f* 

^ C08(a)^e± ß) 

_ cosß ' 

^^®^ , acosß 

m — & ± ß ^ Arccos — — ^* 

Zieht man diese Gleichung von D) ab, setzt zur Abkürzung 
acosß =Ä und bezeichnet mit T eine willkürliche Konstante, so 

ergiebt sich 

^ „ VR^-^ä^ , Ä 
— r= ^ Ärccos—; 

die Bollkurve ist demnach die Evolvente eines mit dem Badius 
beschriebenen Kreises. 



i/i+^» 



Die vorige Methode hat die Unbequemlichkeit, dass sie die 
Bektifikation der Basis und der rollenden Kurve voraussetzt, und es 
ist daher meistenteils vorteilhafter, den Zusanmienhang zwischen 
£, r, X und y durch Differentialgleichungen auszudrücken. Die 
Gleichung B) giebt nun durch partielle Differentiation nach | 



femer ist nach A) 



.-S+r,-0^ + ^|-0; 



dr . 
und wenn man den hieraus folgenden Wert von — in die vorher- 
gehende Gleichung substituiert, so folgt 



['-^+('-)|]j/'+('^)'+'lA^-o. 
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Man bemerke nun nocli, dass sich im Punkte P die Rollkurve 
und derjenige von den eingehüllten Kreisen berühren, welcher PQ 
zum Badius und Q zum Mittelpunkte hat, dass mithin PQ nicht 
nur Normale dieses Kreises, sondern auch Normale der Rollkurve 
sein muss, also ^ x — ä 

dx y — VI 

Unter Benutzung der abkürzenden Zeichen 
dri f dr ^ dp 



d^^'^' dd^'' dx 



P 



lassen sich die drei hauptsächlichen Gleichungen folgendermassen 
schreiben /r — ^ 



ic — I + (y — 1?) »?' _j ^ 



die beiden ersten geben 



+ 



yr^+z» 



'-■n 

= 0; 



E) 



«-l-q: 



rp 



-n-± 



und durch Substitution dieser Werte geht die dritte Gleichung 
über in 



F) 



Fig. 69 




r p— ri 

Die Gleichungen E) und F) kön- 
nen direkt durch folgende einfache 
geometrische Überlegung gefunden 
//B werden. Da PQ Normale der Roll- 
W kurve ist (Fig. 69), so hat man 

^ tanMPQ^^^p, 



sinMPQ 
cosMPQ 



1 



M IN 



mithin, wenn die Kurve CQD auf 
der Aussenseite von ÄQB rollt, 
BQ =^PQ. SinMPQ, 
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aj_|- 



yT+7» 



BP-'FQ.cosMPQ, d.i y - i? •- + ^ — - • 

Zieht man femer die Gerade QT, welche sowohl die Basis 
als die rollende Kurve berOhrt, und setzt LPQT— tp, LQTN ^x, 
so hat man 

femer 

9> - LPQB + L BQT - f « - LMPQ + t, 

tang> - coK^i^Ö - ') - taniMPQ-ry 
d.i. vermöge der Werte von tanq), tanMPQ und tonr 

r ^ l+j?V 

Falls die Kurve (7öD auf der Innenseite von ÄQB rollt, 
ändert r sein Vorzeichen. 

In den Gleichungen E) und F) lassen sich, wenn die Basis 
und die rollende Kurve gegeben sind, t^ durch g und r durch 
ausdrücken, so dass jene drei Gleichungen nur Xj y, p^ ^ und 
enthalten; durch Elimination von | und entsteht eine einzige 
Gleichung zwischen x^ y, p^ und diese ist die Differentialgleichung 
der Bollknrve. Bei geradliniger Basis ist, wenn dieselbe zur Ab^ 
scissenachse genommen wird, 17 « 0, und dann einfacher 

G) y^±-=L=. ±4----' 

wo es nur der Elimination von bedarf. 

Die Gleichungen E) und F) dienen zweitens zur Lösung der 
Aufgabe, aus den Gleichungen der Basis und der Rollkurve die 
Polargleichung der rollenden Kurve herzuleiten. In diesem Falle 
sind nämlich y und p als Funktionen von x gegeben, tj und rf als 
Funktionen von |, mithiTi können jene drei Gleichungen so dargestellt 
werden, dass nur r, r', x und | darin vorkonmien. Nach Elimina- 
tion von X und | bleibt eine Gleichung zwischen r und r' übrig, 
welche die Differentialgleichung der rollenden Kurve ist. 
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Endlich können die Gleichungen E) und F) benutzt werden, 
um die Basis zu finden, auf der eine gegebene Kurve rollen 
muss, wenn ein bestimmter Punkt in der Ebene der letzteren eine 
Torgeschriebene EoUkurve beschreiben soll. Drückt man in diesem 
Falle y und p durch x^ sowie r und / durch 9 aus, so enthalten 
jene drei Gleichungen die Yariabeln |, ij, 17', o;, 6, und nach Eli- 
mination Yon X und 6 bleibt die Differentialgleichung der Basis 
übrig. 

Beispiele. 1. Man sucht die Kurve, die der Brennpunkt einer 
Parabel beschreibt, wenn sie auf einer Geraden rollt. 

Bezeichnet a den Abstand des Brennpunktes vom Scheitel, so ist 

2a a 

1 + C05 6 cos^ Y ® 
imd die Gleichungen G) werden 

daraus folgt die Differentialgleichung der Bollkurve 
Das Integral derselben ist 



V c / a 



Denkt man sich als primitive Stellung der Parabel diejenige, 
bei der die Achse senkrecht zur o;- Achse, mithin der Brennponkti 
am tiefsten liegt, so muss für a; « 0, y « a werden; dies 
c^^ a und als Gleichung der Bollkurve 



^l.«(e«+e -), 



y 

woraus hervorgeht, dass die Bollkurve eine Kettenlinie ist. 

2. Eine hyperbolische Spirale rollt auf einer Geraden; man 
sucht die vom Pole der Spirale beschriebene Kurve. 

Aus den Gleichungen G) erhält man wegen rQ ^=^ a 



-/^ 



f 

— dy + c; 

die erzeugte Bollkurve ist also die Traktorie eines mit dem Radius 
n konstruierten Kreises. 
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3. Eine Kreisevolyente rollt auf einer Geraden; man sucht die 
vom Pole der Evolvente beschriebene Kurve. 

Da sich die Polargleichung der rollenden Kurve nicht auf r, 
wohl aber auf 6 reduzieren lässt, nämlich 

6 = ■'- Ärccos — 1 

a r 

so behandelt man in den Gleichungen E) nicht 6, sondern r als 

unabhängige Variable, es ist dann 

r* r^— a^ 1 



1+p^' a^ p^ 



y ^ T-T-^T' —;ä 1::^' 



woraus folgt, dass die Rollkurve eine durch die Gleichung 

•t/*«- 2a (jj + c) 
charakterisierte Parabel ist. 

4. Man sucht die Kurve, welche von dem Pole einer Kardioide 
beschrieben wird, die auf einer Geraden rollt. 

Schreibt man die Polargleichung der rollenden Kurve in der 
Form /y 

r = 6 cö5*-|-6 oder 6 = 2 Arccos 1/ -— » 

wo h den vierfachen Radius des erzeugenden Kreises bedeutet, so 
erhält man als Gleichung der Rollkurve 



X — c ^ t - 



Die noch erforderliche Integration lässt sich mittels der Sub- 
stitution 2_ 2_ 

ausfahren, wodurch schliesslich entsteht 

[(x - c)^+ 2^^-^ 46^8+ 27&V- 0. 
Denkt man sich als anfängliche Stellung der Kardioide diejenige, 
bei welcher der Pol am höchsten liegt, so entsprechen einander die 
Anfangswerte a? = und y = 6; daraus folgt c = und in Polar- 
koordinaten C4 2)2 «^ ji^Y 

5. Die Astroide, deren Gleichung in rechtwinkligen Koordinaten 
1. 1. 
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ist, rollt auf einer Geraden; man suGht die vom Mittelpunkte dieser 
Kurve beschriebene Kurve. 

Die Gleichung der rollenden Kurve lässt sich durch die beiden 
Gleichungen ersetzen 

Xi'^ acos^(Oy y^^^^ asin^cDj 
oder in Polarkoordinaten 

r*= a^(cos^G> + sin^w), tand = tan^o}] 
die Gleichungen G) werden hiemach 



y'~ "'(^^>. + r'") . ta««2«.-A 



und liefern durch Elimination von cd die Differentialgleichung 

y\p'+^)-a\ 

Durch Integration derselben ergiebt sich, dass die Bollkurva 
eizie aus deu Halbachsen \a und ya konstruierte Ellipse ist. 

6. Eine logarithmische Spirale, deren Gleichung ist 

roUt auf der Aussenseite eines durch die Gleichung 

bestimmten Kreises; man sucht die EoUkurve, die der Pol der 
Spirale beschreibt. 

Die Gleichung F) * giebt wegen rj = |/a* — ^* 

a(l-(ip) ^ 
femer ist zufolge der Kreisgleichung 

1/(1 + ^0(1+1'*) 
und nachher wegen « + yj? '^ | + iyi> 

x + yp^Ayi+p^, Ä 



Das Integral dieser Differentialgleichung besteht für p '^tanx 
aus den beiden Gleichungen 

X == Ä(cos r + rsinr) — csinr^ 
y == J.(si»T — tcöst) + CC08X. 



§ 47. Die RoUkurveu. 415 

Für X =^ Bcos0y y^BsinB erhält man aus der Quadrat- 
summe dieser Gleicliniigen 

c Vr^-ä^ 
^"Z — "1— ' 

femer giebt der Quotient — «= tan & 

X 

c tan T — tan& , , ^^ 
tan (r — ®) , 



Ä 1 + tanx tan & 
mithin 



T — == Aräan [r r j -= Ardan - — ^ = Arccos—'i 



■(-x)- 



und wenn man diese Gleichung von der zweitvorhergehenden ab- 
zieht, so bleibt 

^ c VB^-A^ , A 

^ 1 Arccos — ? 

A A U 

woraus hervorgeht, dass die Bollkurve als Evolvente eines mit dem 
Badius A beschriebenen Kreises betrachtet werden kann. 

7. Man soll diejenige Kurve finden, welche durch Rollen auf 
einer Parabel eine gerade Linie erzeugt, die mit der Parabelachse 
zusammenfallt. 

Benutzt man die Gleichungen 

ri^yWl, V = ]/^' y-=0, p-0, 
so gelangt man zu der Differentialgleichung 

welche zeigt, dass die rollende Kurve eine Archimedische Spirale 
und der beschreibende Punkt ihr Pol ist. 

8. Man sucht diejenige Kurve, welche durch Bollen auf einer 
Parabel eine Gerade erzeugt, die mit der Scheiteltangente der Pa- 
rabel zusammenfällt. 

Aus den Gleichungen 

fl^yiclf V = T l/y a; = 0, p«oo 
erhält man die Differentialgleichung 
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deren Integral ist t. 

9. Auf welcher Kurve muss eine Ellipse rollen, wenn ein 
Brennpunkt derselben eine Gerade beschreiben soll? 
Die Gleichung der Ellipse sei 

h^ .,^. dd h 

r == jrt mithin r ^r- ==• — 



a — ecosd dr -j/^(2a — r) — 6* 

femer die Gleichung der beschriebenen Geraden 
y == a + e, mithin jp « 0; 
die Differentialgleichung der Basis wird dann 

^dti 

und als Gleichung der Basis folgt hieraus 



1? = e I 1 — C05 — - — j • 



Setzt man die willkürliche Konstante a = 0, so ist die primi- 
tive Lage der Ellipse diejenige, bei der ihre grosse Achse senkrecht 
auf der Basis steht. 

10. Auf welcher Basis muss eine Kardioide rollen, wenn deren 
Pol eine Gerade beschreiben soll? 

Aus den Gleichungen 

r = &(l + co50), 2/==0, 
erhält man als Differentialgleichung der Basis 
dri' 

die Basis ist demnach eine Cykloide, deren erzeugender Kreis den 
Eadius h hat. 



-i/^' 



Kapitel X. 



DifiTerentialglelchungen zweiter Ordnung. 

§48. 

Die einfaoliBten Formen der Differentialgleiohiuigen 

zweiter Ordnimg. 

Allgemeine Begeln. Setzt man zur Abkürzung 

dx ^' dx^ dx ^' 
so liat man als allgemeines Schema einer Differentialgleichung zweiter 
Ordnung 2 » f(:r, y,^,). 

In den einfacheren Fällen, wo rechter Hand nur eine oder zwei 
der Grössen x^ y^ p vorkommen, lässt sich die Integration der be- 
treffenden Differentialgleichung zweiter Ordnung auf die Integration 
Yon zwei Differentialgleichungen erster Ordnung zurückführen. Die 
hierzu dienenden Operationen sind folgende, 

Erste Form. Aus der Gleichung 
q = f(x) 
folgt wegen qdx ^ dp durch einmalige Integration 

P-ff(^)dx + 0', 
und nachher, weil pdx '^ dy ist, 

y ^Jdxjfix) dx+Cx + G^, 
oder 

y « xjf{x) dx —Ja; f{x) dx + Gx + G^, 

Zweite Form. Differentialgleichungen von der Form 

a - f{y) 

werden auf die Weise integriert, dass man zunächst die Substitution 

SohlOmiloh, Übxuxgtbaoh 11. 4. Aufl. 27 
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dp dp dy dp 

dx dy dx dy 

anwendet und in der nunmehrigen Gleichung 

die Variabeln sondert; dies giebt als erstes Integral 
P=yC + 2ff(y)dy. 
Vermöge der Bedeutung von p folgt hieraus als zweites Integral 

dy 



-A 



+ c,. 



yc+2ff(^)dif 

Dritte Form. Bei Differentialgleichungen von der Form 
q-f(p) 
benutzt man wieder die vorige Substitution, welche giebt 

Daraus folgt einerseits unmittelbar 

^dp 



-f-, 



m^"' 



andrerseits, weü dy^pdx ist, 



rpdp 



Eliminiert man p aus den beiden letzten Gleichungen, so ge- 
langt man zu der Integralgleichung zwischen a;, t/, (7, C^, 

Vierte Form. Ist die Differentialgleichung von der Form 

so giebt man ihr zunächst die Gestalt 

welche eine Differentialgleichimg erster Ordnung zwischen den Va- 
riabein X und y darstellt. Durch Integration dieser Gleichung er- 
hält man p als Funktion von a?, etwa 

p = 9(a;), 

und nachher r / ^ ^ 

y ^^j^pix) dx + Const, 
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Fünfte Form. Bei Dififerentialgleichmigen yon der Form 

benutzt man die f&r die zweite Form angegebene Substitution und 

d. h. eine Differentialgleichung erster Ordnung zwischen y und |>. 
Das Integral derselben hat die Gestalt 

und hieraus folgt schliesslich 

^ äy 



-f- 



-r\ + Oonst 



Für alle Fälle möge noch bemerkt sein, dass das allgemeine 
Integral jeder Differentialgleichung zweiter Ordnung zwei willkür- 
liche Eonstanten enthalten muss. Sind weniger willkürliche Eon- 
stanten vorhanden, so ist das Integral entweder ein partikuläres 
oder ein singuläres. Die Integrale der letzteren "Art erhält man 
dadurch, dass man entweder bei der ersten oder bei der zweiten 
Integration statt des allgemeinen Integrals das . etwa vorhandene 
singulare Integral nimmt, welches nach der in § 41 IV angegebenen 
Vorschrift aufzusuchen ist. 

Beispiele. 1. Man verlangt die Eurve, in der zwischen der 
Normale w, dem Erünmiungsradius q und einer gegebenen Eon- 
stanten h die Gleichung ^ 

stattfindet. 

Die Gleichung der gesuchten Eurve ist 

sie bedeutet eine Hyperbel, weil die willkürliche Eonstante B nur 
positiv genommen werden kann. 

2. Man sucht die Eurve, der die Eigenschaft zukonmit 

^ — F 
Die Integralgleichung lässt sich in der Form 

y^ == 2h(x — c) + ü(x — cy 

27* 
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darstellen und bedeutet irgend einen Kegelschnitt, dessen Haupt- 
achse mit der o;- Achse znsammenföllt und dessen Halbparameter 
-» h ist. 

3. Die Kurve zu bestimmen, für welche die Relation gilt 

- - -2 ± h', 
Q ar 

Bezeichnen A und B willkürliche Konstanten, so findet sich 
als Gleichung der Kurve 

4. Die analoge Aufgabe 

9 ar 

hat zur Auflösung 

2a; . _ . 2flj 



y^ ^Acos— -\- B sm— ■\-y A^ -\-B^^ aH^. 
a a 

5. Man sucht diejenige Kurve, bei der die Vertikalprojektion 
des Krünamungshalbmessers = — ist. 

Bezeichnen a und willkürliche Konstanten, so ergiebt sich 

2h 
oder, wenn C' ^ — gesetzt wird. 



^-a^Y^i y^-^) +i(Y^+y^^^" 



{^^^)}- 



Die betreffende Kurve lässt sich auch durch folgende zwei 
Gleichungen bestimmen: 



6. Man sucht diejenige Kurve, bei der die Vertikalprojektion 



des Krümmungshalbmessers ^ ist. 

h 



Wie vorhin ergiebt sich. 



X- • ■ ' ^ 



WO C ebensowohl positiv als negativ genommen werden darf. 
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2h 
Im Falle (7 = -r- erhält man 





X ~ a 
oder 



OJ 






Für C «= entsteht das partikuläre Integral 

Xl/Z 



'^-» = t|/2Ä- 



2h 
Für (7 «= — ergiebt sich 



^-y Vyip-y) 



oder 



a; — a ^ 1/ -r- (o> ■" ^*^ ®) j y — c (1 — co^ w); 



die Cykloide bildet einen speziellen Fall dieser Kurve. 

7. Man sucht die Polargleichung derjenigen Kurve, bei welcher 
die von <=» a an gerechnete Sektorenfläche in konstantem Ver- 
hältnisse zur Fläche des rechtwinkligen Dreiecks steht, dessen 
Katheten der Radiusvektor und die Polarsubnormale des Punktes 
r0 sind. 

Bezeichnet man das gegebene Verhältnis mit l^fi, so findet 
man mittels der Substitution r^^^ B 

wobei die willkürlichen Konstanten Ä und B an die Bedingung 

gebunden sind. 

8. In einer Kurve gelte für den Krümmungsradius q die leicht 
zu konstruierende Formel 

^ «= hcs(?x^ 

wobei T den Winkel zwischen der Abscissenachse und der Tangente 
im Punkte xy bezeichnet; man verlangt die Kurvengleichung. 
Die gesuchte Linie ist durch die Gleichung 
{y-^iy^2h(a — x) 
bestinmit und demnach eine Parabel. 



422 Kap. X. Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 

9. Bei welcher Kurve ist die Vertikalprojektion des Krömmungs- 
halbmessers konstant —> A; ? 

Die Gleichung der betreffenden Kurve lautet 

X — a 
y — 5= hlsec — - — 

10. Bei einer durch den Koordinatenanfang gehenden Kurve 
sei der vom Koordinatenanfang ab gerechnete Bogen 

s = \hsm^T'^ 
man sucht die Gleichung der Kurve. 

Der Differentialgleichung genügen die Werte 

X'^ a — h cos^ T, y — 5 + Ä sin^ r, 
woraus folgt 

Um noch die beiden Nebenbedingungen zu erfüllen, muss a ^=^h 
und & » genommen werden. 

11. Eine Kurve berührt die Abscissenachse in einem Punkte, 
dessen Abscisse A; ist; für den von demselben Punkte aus gerech- 
neten Bogen gilt die Formel 

es soll die Natur dieser Kurve bestimmt werden. 

Durch Integration der betreffenden Differentialgleichung findet 
man 

X — a^Tc (cosT + T sin t), ^ — 5 « Jc(sin z — zcosz)^ 

oder, wenn 

X — a^rcosB, y — b ^rsinB 
gesetzt wird, 

r* « Ä* (1 + T*), 9 = T — aräan r. 

Die Kurve ist hiemach eine Kreisevolvente, wobei der übrigen 
Bedingungen wegen a « und 5 = genonunen werden muss. 

12. Man sucht diejenige Kurve, in der die Vertikalprojektion 

x^ 
des Krümmungshalbmessers = ä + -- ist. 

h 

Bezeichnen c und y willkürliche Konstanten, so lautet die 
Gleichung der Kurve 

y 7 \. c / 

wofür auch geschrieben werden kann 
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Die spezielle Annahme y — liefert das partikuläre Integral 



a a^ + h^ .(a + x\ 



^ 2h 

13. Die Kurve zu bestimmen, ter die 

Q = 2xsec^T 
ist. Das Integral der betreffenden Differentialgleichung ist 

die Kurve stimmt also mit der in Tl. I, S. 94 unter Nr. 7 be- 
trachteten Kurve überein. 

14. Die analoge Aufgabe: 
hat folgende Auflösung 

15. Zur Bestinamung der Kurve, welcher die Eigenschaft 

Q =^ 2XCSCT 

zukommt, erhält man 

oder für a? = a svn^ -^ co und a «= 2 c 

X = c(l — cos(o\ y — h >= c(g) — sm(o)\ 
die Kurve ist demnach eine Cykloide. 

16. Man sucht die Kurve, für welche die Gleichung gilt: 

Q = 2Yhx.csc^x, 
Hier lassen sich x und y folgendermassen darstellen 
X « h(C — cscxy, y — 5 = 2Ji(cotx + Cltan^x)^ 
woraus r nötigenfalls eliminiert werden könnte. 

17. Es wird die Kurve gesucht, worin der von o? = a an 
gerechnete Bogen gleich ist der Strecke, welche die Tangente im 
Endpunkte des Bogens von der Ordinatenachse abschneidet. 
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Unter Rücksicht auf die gegebene Nebenbedingung findet man 



-11'+'©!-^ 



18. Bei einer durch den Koordinatenanfang gehenden Kurve 
ist der von demselben Punkte an gerechnete Bogen gleich dem 
Doppelten der Strecke, welche die Tangente im Endpunkte des 
Bogens von der Ordinatenachse abschneidet; man sucht die Glei- 
chung der Kurve. 

Mit Bücksicht auf die gegebenen Nebenbedingungen findet man 



y-i'^-^l)'^'^' 



Sc/ 

19. Eine Kurve schneidet die o; -Achse in einem Punkte, dessen 
Abscisse == a ist; der vom nämlichen Punkte ans gezählte Bogen 
gleicht der Projektion der Abscisse auf die Tangente am Bogen- 
endpimkte; man sucht die zugehörige Kurve. 

Letztere ist eine mit dem Parameter a konstruierte Kettenlinie. 

20. Eine Kurve schneidet die aj- Achse in einem Punkte, dessen 
Abscisse « a ist, und von dem aus die Bögen gerechnet werden 
sollen; man verlangt die Kurve, deren Bogen gleich der Strecke 
ist, welche die Normale durch den Bogenendpunkt von der Ordinaten- 
achse abschneidet. 

Als Gleichung der Kurve findet sich 

9 aj^* = (2 a + xy(a — x). 

21. Verfolgungs kurve. Ein Punkt bewegt sich gleichförmig 
IQ einer Parallelen zur 3^ -Achse im Abstand a, ein anderer verfolgt 
ihn vom Koordinatenanfang aus mit /^-mal so grosser Geschwindig- 
keit. Es ist die Bahn des verfolgenden Punktes zu bestimmen, 
wenn beide Punkte ihre Bewegung gleichzeitig in der o;- Achse be- 
ginnen. Wenn der verfolgende Punkt in xy angelangt ist, sei der 
verfolgte in a, 1?. Da die Verbindungslinie beider Punkte Tan- 
gente an die Verfolgungskurve im Punkte xy sein muss, so hat man 

dy . . dri . .d^y 

ausserdem giebt das Verhältnis der Geschwindigkeiten die Gleichung 
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Also erhält man die Differentialgleichung der Verfolgmigskurve: 



»(«-')S-|A^- 



Die erste Integration giebt mit Bücksicht auf die Bedingung, 
^ »= für a? *» sein muss: 

1 1 



-t{(j^)"-(^) ") 



Durch nochmalige Integration unter Beachtung der Bedingung, 
dass für a; = 0, y — wird, erhält man: 

( _1 1+1 i i_l) 

^ n n ' 

Im Falle w = 1 giebt die Gleichung für p: 

i ( a a — x\ 

^^a — X a ) 
das Integral 

1 ,/ a \ x{%a — x) 

' \a — x/ 4a 

22. Man sucht die Kurve, bei welcher der Krümmungsradius 
durch die Formel 

. — ^ 

cosx sin X 
bestimmt ist. 

Die Gleichung der Kurve lautet 

2/*=aVa + 6e «/. 

23. Es wird die Kurve verlangt, bei welcher die Horizontal- 
projektion des Krümmungshalbmessers mit der Subtangente zu- 
sammenfällt. 

Der Aufgabe genügt die Traktorie der Geraden. 

24. Es bezeiche den Koordinatenanfang, P einen Kurven- 
punkt, Q den zugehörigen Krümmimgsmittelpunkt, PT die Polar- 
tangente, P CT die Porlamormale; man sucht diejenige Kurve, bei 
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der sicli die Flächen der Dreiecke OPQ und PTU wie l:n ver- 
halten. 

Setzt man 

dr _ d^r dp dp 

^=j, und ^-^=j,_, 

SO erhält man eine homogene Differentialgleichung zwischen p und r, 
die sich mittels der gewöhnlichen Substitution jp — r^ integrieren 
lässt. Nachher findet man fOr /^ » 1 : 



fttr »>1: 






r»-i » Ac»"® + J?c-"»^ m = /w — 1, 
und für w < 1 : 

r«—*« Ccosm(d — y), w = l/l — «. 
25. Man verlangt die Polargleichung derjenigen Kurve, in 
welcher der Krümmungshalbmesser das m- fache von der Projektion 
des Eadiusvektor auf die Normale beträgt. 
Die Gleichung der Kurve ist 



A A/ r»+g~ dr 



Dem speziellen Falle = 0, m > 1 entspricht als partikuläre 
Auflösung eine logarithmische Spirale; bei der allgemeinen Auf- 
lösung sind die Fälle m «= 1 (Kreisevolvente), w > 1 und w ^l zu 
unterscheiden. 

Für m =» 2, C -=- a^ erhält man z. B. 



oder 






ycoso» 
26. Es bezeicline u die Polamormale nnd es werde die Eorre 
gesucht, welche die Eigenschaft besitzt 

? ;r— 

Als Integralgleichung findet man 

* rV2C + Ä* 

oder 
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1 cos\d-y) sin^jB-y) 

woraus hervorgeht, dass die Kurve eine Hyperbel ist. 
27. Für die allgemeiaere Aufgabe 

besteht die Lösung in folgenden zwei Gleichungen 

dr 



f. 



= Hr), 



r<p{r) 



28. Man sucht die Kurve, iu welcher der Krümmungshalb- 
messer gleich dem Radiusvektor ist. 

Mittels der Bemerkung, dass der Ausdruck 
1 Tt dt 

yi + t^ y^i + t^y'^r 

einen vollständigen Differentialquotienten darstellt, findet man 

B-y^ |/!_-? - 2 arccos y^ 

oder auch 

r = a(l + cö^), 6 — y = a) — 2 arctan cd. 

Die Kurve gehört zu den Spiralen und gestattet eine einfache 
Bektifikation, nämlich 

r + 2 a-j /r — a 
V a 



s «— ■ 



3 
29. Die allgemeinere Aufgabe 

Q - (p{r) 
wird durch folgende Gleichungen gelöst 



A 



*rdr . . 



e r [M>{r)-c2dr_ 

Jr|/r»-[i/;(r)-cp 

30. Man sucht diejenige Kurve, in welcher die Bögen pro- 
portional den Krfimmungshalbmessem wachsen. 
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Aus der Gleichung 

ds 
ergiebt sich durch Berücksichtigung der Eelation Q '^ -r- 

dz 

Differenziert man diese Gleichung und beachtet, dass ds eben- 
sowohl » 5ecT . dx als «^ cscx .dy gesetzt werden kann, so gelangt 
man zu den beiden Gleichungen 

a? - a - -^ 2.1 ^' 

ciief^^Cfisinx — cosx) 

y-^- — — 2,1 

aus denen r zu eliminieren ist. Es folgt aber 
und für (i*^ cote 



(a,-a)H(y-l>*)-^^> 



rds 
J m ' 



= tan (x - fi), 

woraus hervorgeht, dass die gesuchte Kurve eine logarithmische 
Spirale ist. 

31. Die allgemeinere Aufgabe 

lässt sich ganz analog behandeln. Man erhält zunächst 

* ds 

und wenn man nach geschehener Integration hieraas $ bestimmt, so 
entsteht eine Gleichung von der Form 

$«= <r(T); 
diese führt zu den beiden Gleichungen 

X — a = Ap' (t) cos X dxj y — h "^jqf (t) sinxdx^ 

welche die gesuchte Kurve bestimmen. 

Hiemach entspricht z.B. der Gleichung p*«= 2hs eine Kreis- 
evolvente, der Gleichung ^* -f s* = h^ eine Cykloide und der 
Gleichung h(p -- h) ^ s^ eine Kettenlinie. 
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32. Man verlangt, das Integral der Differentialgleichung 

worin X eine gegebene Konstante bezeichnet. 

dp 
Mit Hilfe der Substitution 2^-i- ergiebt sich als erstes Integral 

dx 



1 /«> _i_ ^*«^ 



wozu noch das singulare Integral p =» A kommt. Das allgemeine 
Integral der gegebenen Differentialgleichung ist demnach 

und ihr singuläres Integral 

y «= 6 + Ax. 

33. Die gegebene Differentialgleichung sei 

h^(2p — xq)q =- x. 
Als allgemeines Integral findet man 

und als singuläres Integral 

x^ 

34. Die Differentialgleichung 

(p — xqy+ 2hq^0 

kann mittels der Substitution p =^ x"*u bei zweckmässiger Wahl 
von m integriert werden; ihr allgemeines Integral ist 

c^x^ 
y — l^ ex — -» 

und ihr singuläres Integral 

35. Als allgemeines Integral der Differentialgleichung 

h{p + xqf'-» h + xp 
erhält man mittels der vorigen Substitution 
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und als singulftres Integral 



hl\ 



36. Mittels einer ähnliclien Substitution ergiebt sich, dass die 

Differentialgleichung 

xp(j> — xqy+ 4Ä*g « 

folgendes allgemeine Integral besitzt 



, , ,fxya^—x^ , . x\ 

y-^-±^\ ^2 + arcstn-^^ 

wozu noch das singulare Integral kommt 
37. Die Differentialgleichung 

Iftsst sich wie die vorigen Differentialgleichungen behandeln und 
liefert als erstes Integral 



a^a-ÄV-Ä^ri--)'' 



und als zugehöriges singuläres Integral 

(a?«- äV- h^Xx^- h^p^ = 0. 
Setzt man den ersten Faktor » , so erhält man dasselbe wie 
für a»cx>, mithin ein partikuläres Integral, dagegen fOhrt 
x^ — h^p^ = zu einem singulären Integrale. Demnach ist das 
allgemeine Integral der ursprünglichen Differentialgleichung 

ah(y - 5) - ± ßVia^- h^)x^+ 2ah^x - a»Ä». dx, 

worin behufs der Ausfahrung der Integration die Fälle a^<h\ 
a^ *= h^ und a^ > h^ zu unterscheiden sind. Der zweite Fall liefert 
das partikuläre Integral 

9Ä;(y - hy^4.{x - Jc)\ Jc^^h. 
Ausserdem existiert noch das singulare Integral 
2h{y-c)^±x\ 
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38. Zur Integration der Differentialgleichung 

kann man die Substitution p ^^y'^u benutzen; man findet als all- 
gemeines Integral ^ 

— ö 
y = 5e« — — » 

xmd als singuläres Integral 

hy ^ {x — ay. 

39. Für die Differentialgleichung 

h^pq^=^ (p — 2xqy 
erhält man als allgemeines Integral 

9Ji\y-'by='32a\x-ay, 
und als singuläres Integral 

676h^y -hy ==12Sx\ 

§49. 
löneare Differentialgleioliimgen zweiter Ordnung. 

Allgemeine Eegeln. I. Bezeichnen g>(x) und tlf(x) gegebene 
Funktionen von x allein, so ist 

das allgemeine Schema einer reduzierten linearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung. Zur Integration derselben sind 
folgende Bemerkungen von Wert. 

Hat man zwei verschiedene partikuläre Integrale y^ und y^ 
der Gleichung A) gefunden, so ist ihr allgemeines Integral 

wobei C^ und C^ willkürliche Eonstanten bedeuten. 

So kann man in dem einfachen Falle, dass an Stelle der 
Funktionen <p und ^ Eonstante treten, die Differentialgleichung 
also lautet: 

zwei partikuläre Integrale von der Form c"** finden, wenn man für 
m die Wurzeln der quadratischen Gleichung 
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m* + am + 5 = 

nimmt, vorausgesetzt, dass \a^—^-^0^ die beiden Wurzeln also 
yerschieden sind. Man erMlt daher als vollständiges Integral der 
Gleichung B): 



Im Falle -^a*— 6 = 0, wenn also die beiden Wurzeln einander 
gleich sind, hat man ausser dem partikulären Integral e^* noch 
das zweite o;^^, es ist also in diesem besonderen Falle das all- 
gemeine Integral der Gleichung B): 

y^e ^ (Ci+C^aj), l-a2-5 = 0. 

Audi in dem allgemeinen Falle A) erhält man zwei partikuläre 
Integrale, wenn es gelingt y « F(x, m) so zu bestimmen, dass man 
eine quadratische Gleichung für m erhält, die unabhängig von x ist 
und zwei verschiedene Wurzeln hat. 

Hat man nur ein partikuläres Integral y^j der Gleichung A) 
gefanden, so ergiebt sich das allgemeine: 



y 



-yi(^c,+ c,J^e-f^^^)<^'^y 



Zuweilen lässt sich die Gleichung A) integrieren, wenn man 
för y eine Funktion von x substituiert und deren Parameter in ge- 
eigneter Weise bestimmt. 

Nicht selten gelangt man zur Integralgleichung von A), wenn 
man für y eine neue Variable z mittels der Substitution 

y^ze ^ 
einfahrt; dadurch geht A) ia die Differentialgleichung far zi 

über, die von der einfacheren Form 
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ist. 

n. Die Integration der allgemeinen linearen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung 

ist ausführbar, wenn man irgend ein partikuläres Integral rj der- 
selben und das allgemeine Integral ^q der reduzierten Gleichung 

kennt; es ist dann das allgemeüie Integral yon G) 

Ein partikuläres Integral kann man durch Variation der Eon- 
stanten ermitteln, wenn man zwei verschiedene partikuläre Inte- 
grale y^ und ^2 der reduzierten Gleichung kennt; das allgemeine 
Integral von C) ergiebt sich dann 

wobei D den in Beziehung auf x genommenen Differentialquotienten 
bedeutet. 

Beispiele. 1. Die Differentialgleichung 
hat das allgemeine Integral 

3. ;r-2 + f^V ^ ö» y ^ C^cos\ix+ C^sm^iX, 

SchlOmiloh, tTbongsbuoh n. 4. Anfl. 28 
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5. Von der Differentialgleichrmig 

kann man durch die Substitution y ^^ x^ zwei partikuläre Inte- 
grale finden. Man hat fOr m die Wurzeln der quadratischen 

Gleichung 

m«+(a-l)m + /3-0 

zu setzen, vorausgesetzt, dass sie verschieden sind. Je nachdem 

i(«-i)«-^^o 

ist, erhält man daher als allgemeines Integral 

y - x''^^'"'^\g^cos{^Ix) + C^8in(iilx)] fi == yß — ±(^a — iy. 

Im Falle -^ (a — 1)* — |S — erhält man nur das eine parti- 
kuläre Integral . 

yi^x * 

und daraus das allgemeine Integral 

d^y 1 dy 1 Co 

Ein geometrisches Beispiel hierzu bietet die Au&uchung der 

Kurve, für welche /% _ / ^ \ - ^ 

X1.IAXT«, x«x TTCii/uc y^ ^ x(jy — xtanT) 



I ydx = 



m 

ist. Man erhält 

y - C^x^'^^^+ C.x" ^'^^, n* < 1, 



y-'i^y 



w == 1, 

y = Ci cos(ym — 1 • ?a?) + C^sin^Ym^l- Ix), w > 1. 
6. Versucht man der Differentialgleichung 

durch einen Ausdruck von der Form y '^^ x"^e^' zu genügen, so er- 
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hält man zwei partikuläre Integrale, wenn man w=— -x, w = ±>L 
setzt, daher ist das allgemeine Integral 

Ebenso hat die Differentialgleichung 

(r«g + 2*x^ + [x(x - 1) + i^H^y^O 
das allgemeine Integral 

7. Der Differentialgleichung 

kann man durch einen Ausdruck von der Form y «= ^«+«a^ ge- 
nügen; man erhält, vorausgesetzt, dass a^jS ist: m^^ß — a und 
n == — yjS, also ergiebt sich das allgemeine Integral 

y = e * (CiC05fia?+ C^sin^x)^ ^^^ct — jS, a> ß. 

Im Falle a » /3 erhält man ein partikuläres Integral und daraus 

das allgemeine —Xsaß 

y = e »'^ (C^+C^x). 

8. Die Differentialgleichung 

hat als partikuläres Integral 1/1"==«+ ß^i daraus ergiebt sich das 
allgemeine / /* 1 \ 

Mittels partieller Integration ergiebt sich noch 

y^C^{a+ ßx) + Ca { x« e/** — (a + ßx)fx<'-'^ e^" dx }. 

9. Das vorige partikuläre Integral genügt auch der Differential- 
gleichung ^2 ^ 

und führt zu dem allgemeinen Integrale 

y ^ Ci(u+ ßx) + cAx^ e' ^-^ (cc + ßx) I x^-^e' '' dx\ . 

28* 
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10. Für die DifiBrentialgleichimg 

erhElt man auf gleiche Weise, wenn man von der Abkürzung 



ß 



dx > 



Gebrauch macht, das allgemeine Integral 



y « Ci(a + ßx) + C, je^- {^ + ßx)J^e^dxy 

11. Um die Differentialgleichung 

zu integrieren, yersuche man, ob derselben die Exponentialgrösse e^^ 
genügen kann, wenn die Konstante X zweckmässig bestinmit wird. 
Man gelangt hierdurch zu einem partikulären Integrale, aus dem das 
allgemeine Integral folgt 

12. Für die Differentialgleichung 

erhält man nach demselben Verfahren das allgemeiae Integral 

y^^fi^{C^+ C^fx-'^eß^dx}, 

Falls a eine negative ganze Zahl ist, kann die angedeutete 
Integration leicht ausgeführt werden. 

13. Der Differentialgleichung 

genügt als partikuläres Integral eine Potenz von der Form (A -f- JSxy^^ 
wenn Ä und B zweckmässig bestimmt werden; das allgemeine Inte- 
gral ist ( /* \ 
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14. Die Differentialgleichung 

^ + A^+ ^y ^ — 
dx^ X dx X 

OL 

hat das partikuläre Integral i? = — j— ? die reduzierte Gleichung 

d^y 2 dy ^ ^ . 

^^ + 75^ + ^*^^^ 
hat nach Nr. 6 das allgemeine Integral 

^0= x'^^(CiC0S(ix + C^sinfjLx)^ 
folglich hat die gegebene Gleichung das allgemeine Integral 

y == — iCiC0S(ix + C^sirifix H — A- 

15. Als allgemeine Lösung der Aufgabe 

Jydx = ya?(«/ — xtanz) + F(x) 
findet man _ 

^ ''^ ^y^^ 8 J y^ 8y^j y^ 

16. Für die Differentialgleichung 

erhält man als allgemeines Integral 

y^C,e^-+C,{l + Xx)--!^x'. 

17. Der Differentialgleichung 

entspricht das Integral 

18. Für die allgemeinere Differentialgleichung 

(a^^x 
erhält man als Integral 



(«■-'■'S-'S+i»-^« 
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19. Die Differentialgleichruig 

liefert aus den partikulären Integralen cosx^ sinx der reduzierten 
Gleichung ein partikulares Integral ri^ '" ^xcosx + \sinXj mit- 
hin ist ihr allgemeines Integral 

y — Cicosx + C^sinx — yicco^a?. 

20. Die Differentialgleichung 

j^i + 4:y^xsin^x 

hat das allgemeine Integral 

p = C^cos2x + C2sin2x +\x -'j^cos2x —^o?^ sin 2a?. 

21. Für die Differentialgleichung 

erhält man das allgemeine Integral 

y — CiCOSfjix + C^smiix — 1 f(x)$infjixdx 

sin fix i r \ 
H 5-— I f(x)cosfjLXdx. 

22. Die Differentialgleichung 

ergieht das allgemeine Integral 

§50. 
Homogene DifferentialgLeiolrnngen zweiter Ordnung. 

Allgemeine Begeln. I. Eine Differentialgleichung zweiter 
Ordnung wird homogen genannt, wenn sie unter der Eorm 

enthalten ist. Dieselhe lässt sich nach folgender Methode jLuf zwei 
Differentialgleichungen erster Ordnung zurückfiihren. 
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Man setze 







^^Z, X^if, 






so wird 
also 




X 

dy dz , 






B) 

Ferner hat man 


di^ '" . 








dp 
dt 


dt^+dt-'^'^-^^^^'^^ 






folglich wegen B) 
0) 


dp ^F{p,z) 
dz p — z 






Durch 


Integration 


dieser Diflferentialgleichxmg 


entsteht 


ein ße- 


snltat von 


der Form p 


« q>{z), d. i. 







diese neue Differentialgleichung liefert 

^ ^cJ J tp{z) — z 

y 

und wenn hier nach ausgeführter Integration z ^ — eingesetzt wird, 

X 

so kommt die gesuchte Integralgleichung zum Vorschein. 

Wenn sich das Integral der Differentialgleichung C) nicht in 
der vorausgesetzten, wohl aber in der inversen Form z — t(;(p) dar- 
stellen lässt, so ist nach B) 

mHliiTi durch Integration 

woraus x als Funktion von p^ etwa 

F) ^-%(p) 
erhalten wird. Femer ist y ^^ xz^ d. i. 

G) y — a?t^(i>). 

Eliminiert man p aus den Gleichungen F) und G), so gelangt 
man zu der gesuchten Integralgleichung. 
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Noch mögen zwei Fälle Erwähnung finden, in denen die 
Gleichung C) allgemein integriert werden kann, 
a) Ist erstens die Gleichung A von der Eorm 



so geht die Gleichung G) über in 




dp f{p - z) 
dz p — z '^ 




fOcc p -- z ^ s wird hieraus 




l + f _^(^) oder dz^. 
dz s ) 


sds 



mithin durch Integration und unter Bücksicht auf die Bedeutung 

von z 






s 
Ferner ist nach B) ^^ '^^ 

dt ^= — ^ -TT-r » 

s f(s) - s 

mithin /» 

ds 



"-"^fm 



Die beiden ^on yix und Ix gefundenen Gleichungen, aus denen sich 
möglicherweise s eliminieren lässt, enthalten die vollständige Lösung 
der Aufgabe. 

b) Ist zweitens die Gleichung A) von der Form 

SO wird die Differentialgleichung G) homogen und lässt sich mittels 
der gewöhnlichen Substitution — = m integrieren. Zunächst erhält man 

dz ^ (w — 1) du 
z f(u) + u — u^ 

y 

und durch Integration mit Bücksicht auf den Wert z ^ — 

X 

Ferner ist nach B) und dem Vorigen 
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d0 1 de du 

p — z w — 1 f{u) + M — w^ 
und durch Integration ^ 

Addiert man hierzu die Gleichung fUr li — j> so folgt 






Die beiden letzten Gleichungen, aus denen möglicherweise u 
eliminiert werden kann, enthalten die vollständige Lösung der 
Aufgabe. 

n. In manchen der Fälle, wo die Gleichung C) nicht unmittel- 
bar integrabel ist, empfiehlt es sich, statt x und y zwei neue 
Variable S und ^ einzufahren mittels der Gleichungen 



M) 


X = 


an 


y'= 


dt, 


aus denen folgt 












dy 


= 1, 


d'y 


d^Tl 




dx 


dx' 


-'•dl* 


Die Gleichung A) 


verwandelt sich dadurch in 



N) ^-(1,1-^).^'-^, 



welche nicht selten integriert werden kann. Die Gleichungen M) 
xmd N) liefern dann x und y ausgedrückt durch J oder 1?. 

Beispiele* 1. Es wird diejenige Kurve gesucht, bei welcher 
zwischen dem Radiusvektor r, seiner Projektion r* auf die Normale 
und dem Krünmiungshalbmesser q die Gleichung r* q = r^ statt- 
findet. 

Die Differentialgleichung C) kann in diesem Falle direkt inte- 
griert werden und liefert 

A-0 

die gesuchte Kurve ist demnach eine durch die Gleichung 

x^+ 2Cxy — y^^K 
bestinmite gleichseitige Hyperbel. 
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2. Man verlangt die Kurve, bei welcher die Belation riQ ^ xy 
gilt, wenn tj die Ordinate des Fusspunktes der vom Koordinaten- 
anfang auf die Tangente herabgelassenen Senkrechten bedeutet. 

Als Gleichung der Kurve findet sich 

wobei die willkürliche Konstante ß verschieden von 2 sein muss. 
Dem speziellen Ealle /? » 2 entspricht das partikuläre Integral 



iM^- 



3. Die Differentialgleichung 
hat zum Integral 



dx^ dx X 



y ^ x{A + Blx + ^aQxyy 
4. Für die allgemeinere Differentialgleichung 






\dx x/ 



ergiebt sich imter der Voraussetzung, dass ß von der Einheit ver- 
schieden ist, 

y ^-Ax + Bx^ — - — - Ix, 
ß — 1 

Im Falle /5 = 1 kommt man auf Nr. 3 zurück. 
5. Als Integral der Differentialgleichung 

dx^ (i \dx x) 
findet man 



6. Die Differentialgleichung . 

dx^ ^x/ X dx ^dx/ 



hat zum allgemeinen Integral 

ly^Ä + Blx + ^HQxf. 

7. Unter der Voraussetzung, dass k + 1 von Null verschieden 
ist, entspricht der Differentialgleichung 



§ 60. Homogene Differentialgleichungen zweiter Ordnung. 443 

das allgemeine Integral 

ltf-=Ä+ Bx^+'' - -^— Ix. 

Für 1 « — 1 kommt man auf den in Nr. 3 betrachteten Fall 
zurück. 

8. Bei der Integration der Differentialgleichung 

in welcher f* ^ 1 sein möge, hat man die drei Fälle zu unter- 
scheiden, ob der Ausdruck 

K(l-^) + A(l + i)« 
positiv, Null oder negativ ist. Im ersten Falle ergiebt sich 

im zweiten ist 

y = xr^'+'\Ä + Blx), X (1 _ ^) + i (1 + A)» =- 0; 
im dritten Falle erhält man 
y ^ x^^^'^^^{Acos{bIx) + Bsininlx)]', e -l/x(/i*~l)-i(l + Ay. 

9. Die gegebene Differentialgleichung sei 

( , dy\d^y ( dy \dy 

Der Gleichung C) lässt sich dann die leicht integrable Form 

erteilen 

dz z o ^ 

dp p 
diese liefert fOr x und y die beiden Gleichungen 

2xp 

y 



aus denen p eliminiert werden kann. Für (7— — 1 erhält man z. B. 

y*=- 4a(a — as). 
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Im Falle ■« — 2 ist die Formel für Ix nicht anwendbar, 
viehmehr hat man in diesem Falle das folgende partikuläre Gleich- 
ungssystem 

10. Das Integral der Differentialgleichung 

lässt sich, wenn C — 2lp ^^ (o^ gesetzt wird, durch folgende zwei 
Gleichungen ausdrücken 

11. Als Integral der Differentialgleichung 

erhält man auf ähnliche Weise 

12. Der Differentialgleichung 

(«* + ^y)g-ff-0 oder M'^^ 

entspricht nach C) 

dp ^ p 

dz (p — e){a + ße) 
welche Gleichung keine einfache Integration gestattet. Durch An- 
wendung der in M) angegebenen Substitutionen kommt man auf 
die Differentialgleichung 

deren Integral nach § 49 Nr. 8 ist 

Das Integral der ursprünglichen Differentialgleichung wird also 
dargestellt durch die beiden Gleichungen 

y Acc+Bß^'eß^dl 

Beispielsweise ergiebt sich, für a = 1 
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y-i{(a.-«)i(^)-a,). 

13. Auf ganz gleiche Weise gelangt man zum Integral der 
allgemeineren Gleichung 

indem man nach Einführung von ^ und rj die Angabe von Nr. 10 
in § 49 beachtet. 

14. Nach der vorigen Methode lässi sich die Differentialgleichung 

auf die folgende reduzieren 

Diese ist nach § 49 Nr. 5 integrabel und liefert 

3^ = (^-i)(7ii''+(ft + i)c;s-''. 

15. Die Differentialgleichung 
kommt zurück auf 

aus dieser ergiebt sich nach § 49 Nr. 16 

2fi 



X 



«A(^ + 5e^0--f^» 



y=--Ä + B(U^l)e'^-^l^\ 



§ 51. 
Funktionalgleioliiingen. . 

Allgemeine Bemerkung. Sind x^j x^, jTg, . . . mehrere 
Werte der unabhängigen Variabein aj, und ^i, 3/2» ^s» • • • ^^® ^^' 
gehörigen Werte der unabhängigen Variabein y^ so kann die Auf- 
gabe gestellt werden, die Ihmktion y ^ f(x) so zu bestimmen, dass 
einer gegebenen Gleichung zwischen ÄJji %, iCg, . . . eine gleichfalls 
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gegebene Gleichung zwischen ^^9 2/2) ^S) * * * entspricht, dass also 
zwei Gleichungen von den Formen 

<p(^i 7 ^, «5» •••)=* und mi^^j 2/2, yB^'^')^0 
simultan stattfinden. Derartige Aufgaben führen auf Funktional- 
gleichungen, die sich nicht selten in Differentialgleichungen um- 
wandeln lassen, wie das folgende Beispiel zeigen wird. 

Beispiele. 1. Eine Kurve besitzt die Eigenschaft, dass irgend 
drei in arithmetischer Proportion stehenden Abscissen drei in geo- 
metrischer Proportion stehende Ordinaten entsprechen; man sucht 
die Gleichung der Kurve. 

Die beiden, vorhin mit tp und t(; bezeichneten Gleichungen sind hier 



setzt man Vi^fip^-, 2/2 ^/^(^)? Vt^fip^z)^ so geht die Gleichung 
Vz "** VyiVi T^^^ Substitution des Wertes von ojj in die folgende 
Funktionalgleichung über 



/'(^)=->^Krr(^. 



Um sie zu vereinfachen, nehme man die Logarithmen und setze 



es ist dann 



Für i»i = a?, x^'^ X + 2h wird hieraus 

F(x + h)^ j{F{x) + F{x + 2h) }. 



oder 

F(x+ 2h) - 2F{x + h) + F(x) 



«0, 



h^ 

Geht man in dieser für jedes x und h geltenden Gleichung zur 

Grenze fOr unendlich abnehmende h über, so erhält man die Diffe- 

rential(?leichunfif 

F"(x)^0, 

deren Integral ist F(x) ^ a + ßx. Die gesuchte Funktion ist also 

f(x) « c^(*) - aci*% 
und y == ae^^ die Gleichung der verlangten Kurve. 

2. Man sucht diejenige Funktion, bei welcher drei in arith- 
metischer Proportion stehenden Argumenten drei in harmonischer 
Proportion stehende Funktiönswerte entsprechen. 
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Die Ftmlddonalgleicliung ist in diesem Ealle 



^V 2 ) f(<c,)+f{x,y 



sie kann mittelst ^|r Substitution f(x) « =^ vereinfacht werden, 



wodnrcli man er! 



fix)^ 



A + Bx 

3. Es wird diejenige Funktion gesucht, hei welcher drei in 
hannonischer Proportion stehenden Argumenten drei in geometrischer 
Proportion stehende Funktionswerte entsprechen. 

Um die Funktionalgleichung 

zu vereinfachen, setze man x =^ — und bezeichne f(-r) niit ^(|); 

man kommt dann auf den in Nr. 1 erörterten Fall zurück, wodurch 
entsteht o^ 

f{x)^le'. 

4. Man verlangt diejenige Funktion, welcher die Eigenschafb 
zukommt 

Für iCg "=» erhält man den Spezialwert 

f(0) = -; ■ 

femer ist für «i = « + Ä, ajg = Ä 

f(x + 2h) - 2f(x + h) + fix) ^.f(h) - 2 ,,_ , ,, 
-^ j^i p f(P + Ä)- 

Lässt man h gegen die Null konvergieren, so erhält man linker 
Hand f'(x)^ rechter Hand ^f{x)^ wobei der Wert von -§- zwar 
nicht bekannt, aber entschieden unabhängig von Xy d.h. irgend eine 
Konstante "k ist. Die Integration der entstehenden Differential- 
gleichung giebt ^(^^^ _ ^^ vr+ j5g-x VT^ 

Substituirt man diesen Ausdruck in die ursprüngliche Funktional- 
gleichung, so findet man -4. = J? = — » müliiTi 
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Da Ä ebensowohl positiv wie negativ sein kann, so liat die 
Aufgabe zwei Auflösungen, nämlich 

d* + a"~* 2 

ffx) = und f((c) == -cosßx. 

wobei a und ß beliebig sind. S^ 

5. Welcher Punktion kommt, beliebige x und h vorausgesetzt, 
die folgende Eigenschaft} zu 

f{x + h)^f{x)l\ • y, + f{x) ' 

wobei % eine gegebene Kons^S^te bezeichnet? 

Subtrahiert man beiderseits die Einheit und dividiert mit h^^ 
so hat man 
f{x+2h)^2f{x+h)+f{x) ^ 2 f{x-V2h)--f{x) f(x+h)-f(x) 

h^ y^+fix) 2h ' h ' 

durch Übergang zur Grenze für verschwindende h folgt hieraus 
eine DifTerentialgleichung, deren Integral ist 

6. Es soll die Funktion f(x) so bestimmt werden, das? die 
Gleichung 

f{x + 2h) -fjx + h) 1 / l + W + 2fe)]' 
f{x^h)-f(x) V l+\f{^)Y 

f&r beliebige x und h stattfindet. 

Durch ein dem vorigen ganz ähnliches Verfahren findet man 
f{x)^t(m{a + ßx), 
worin a und ß willkürliche Konstanten bezeichnen. 

Auf gleiche Weise lässt sich auch die allgemeinere Funktional- 
gleichung 

f(x + 2h)-f(x+h) _ r K + [f(x + 2h)]y 

f{x + h)^f{x) L y^ + \f{p)T J 

behandeln. Für f(x) =« y gelangt man nämlich zu einer Differen- 
tialgleichung, deren Integral ist 

so dass hier y = f(x) als Umkehrung einer Gleichung von der Form 
F(i/) •= X bestimmt wird. 



